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Prefata

Ecuatiile diferentiale ordinare servesc la modelarea unor fenomene din naturd si din
societate, atunci cnd evolutia (variatia in timp a) caracteristicilor (ori a parametri-
lor) fenomenelor in cauzi se presupune a fi continud. Curgerea in jet a apei de la
robinet este un astfel de fenomen care se desfagoara fard pauzd prin comparatie cu
aparitia unor picéturi rzlete de ploaie, sub bdtaia vantului, pe parbriz.

In fizici sunt intrebuintate frecvent asa-numitele modele de jucdrie — sau mode-
le de notat pe un servegel — la familiarizarea cititorului cu interpretarea experimen-
telor. Mai mult chiar, se fncepe cu evolutii discrete [22, pag. 3]. Din motive similare,
ne preocupdm de ecuatii “marunte”, precum

x
!/ / /
X =x, x:x2+1, X =—4/-,

pe care le plasdm 1n contexte variate si carora ne straduim sd le deslugim subtilitdtile.

Pentru a avea utilitate, solutiile ecuatiilor diferentiale trebuie si provind din pro-
bleme bine-puse, adicd din dublete alcdtuite dintr-o ecuatie si, In cazul ecuatiilor de
ordinul intdi, dintr-o pereche de date impuse. Astfel, chiar dacd putem afla numerele
trenurilor care pleaca inspre Bucuresti din gara Craiovei 1n fiecare zi de luni, ne in-
tereseaza care este numdrul trenului ce va porni cétre capitald la ora sase dimineata:
am impus perechea de date — un oras si un moment de timp —.

Mecanica clasicd (newtoniand) constituie sursa principald de ecuatii diferentiale
ordinare. Ea este deterministd, adicd putem afla unde s-a gdsit (indiferent cind, n
trecut) si unde se va gdsi (oricand, in viitor) un obiect aflat Tn migcare perpetud,
de Indata ce construim problema formata din legea miscdrii (ecuatia diferentiald)
si din caracteristicile dinamice (datele impuse) ale obiectului la momentul de timp
in care incepem si-1 urmdrim. De aceea, s-a incetdtenit practica de a ne referi la
datele impuse ca la niste date initiale — pentru experimentul nostru, insd nu pentru
miscarea obiectului studiat! —. in discutia care urmeazi vom apela, raportat la con-
text, datele impuse Tn moduri diferite: date Cauchy, date initiale, date finale, date
pe frontierd ori date la limitd. Asemenea deosebiri sunt intdlnite adesea in literatura
internationald.
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viii Prefata

Am cdutat sd evidentiez transformdrile de variabile — trecerea la ecuatia x' = 1
Tnseamna rectificarea (unor marimi specifice ale) fenomenului investigat, utilizarea
ecuatiei X' = x presupune adimensionalizarea fenomenului s.a.m.d. —, respectiv
aspectele relative la geometria curbelor, una din beneficiarele esentiale ale teoriei
ecuatiilor diferentiale ordinare.

Acest material contine fragmente de rezolviri ale unor exercitii §i comentarii
privitoare la ecuatiile de ordinul intdi uzuale: ecuatia liniard (omogend, respectiv
perturbatd), ecuatia cu variabile separabile si ecuatiile exprimate prin diferentiale.
Poate fi intrebuingat ca auxiliar la un curs de ecuatii diferentiale ordinare.

Portiuni ale lucrérii de fatd au fost prezentate studentilor Universitétii din Craio-
va, de la specializarea matematicd informaticd, participanti la cursul EDI (Ecuatii
diferentiale I).

Craiova, [November 14, 2026] 0.G.M.
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a) Parchetarea unei incdperi: cum si reduci la un numdr finit

de discuri albastre o acoperire deschisd oarecare a unui plangeu
dreptunghiular. b) Fiecare punct al planseului, fiind element al
mdécar unui disc, ii va fi centru de simetrie unui dreptunghi albastru
avand laturile paralele cu axele de coordonate si care este inclus
n discul respectiv. Intersectia cu dreptunghiul podelei a oricdrei
drepte a planului acesteia care sa fie paraleld cu axa de coordonate
orizontald este fie multimea vida fie un segment Inchis orizontal
ce va fi acoperit de un numadr finit de astfel de dreptunghiuri, ale
cdror centre de simetrie se gisesc pe el. Alegand cea mai micd
indltime a acestor dreptunghiuri, le restrangem la o multime finitad
de dreptunghiuri portocalii, (unele) nedisjuncte, toate de aceeasi
indltime. ¢) Am construit astfel o bandd dreptunghiulard portocalie
care acoperi o zoni de litimea intregii podele. In plus, dati fiind
reducerea lor In dimensiune, dreptunghiurile benzii sunt incluse
Intr-un numar finit de discuri (nedesenate). Observam ca una din
muchiile laterale ale Incédperii este acoperitd cu dreptunghiuri
albastre, cate unul din fiecare banda. Putem, astfel, alege un numar
finit de asemenea dreptunghiuri: benzile lor acoperd, in intregime,
podeaua. Alegind céte un singur disc pentru fiecare dreptunghi al

acestei acoperiri, gdsim subacoperirea finitd cu discuri a plangeului. .

Fiecare segment (desenat) din domeniul ¥ reprezintd graficul unei
solutii. In portocaliu este graficul solutiei data de corespondenta

tt—tg,unde s € [fo,f0+ 1) oot
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y pe intervalul maximal de existentd ca solutie a unei probleme

Cauchy. K este cutia de centru (xo,yo) si de dimensiuni (2a) x (2b)

in interiorul cireia y are existenta garantatd. D este discul (bila B?)

centrat Tn My unde functia %—ly] nu se anuleazd nicdieri. Dreptele T si

v desemneazd tangenta, respectiv normala la graficul G,, trasate

prin My. I" reprezinti curba de ecuatie U (x,y) = O care include
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M(x,y) iar drumul (3) punctele Mj(x;,y;) si M. Deasupra lor se

afld ilustragia unei multimi deschise ¥ care este poligonal conexd

[17, pag. 232]: adicd, putem “céldtori” Intre orice doud puncte ale

unei asemenea multimi urmand (cel putin) o linie poligonald cu
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fiecare din segmente paralel cu (céte una din) axele de coordonate.

Pe astfel de multimi se introduc versiuni ale formulei (5.17) [17,
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Capitolul 1
Ecuatii diferentiale liniare, de ordinul intai

Fie Q C R? o submultime nevidi a spatiului euclidian, in care lucrim raportat
la reperul cartezian Otxy, si functia F : Q — R. In cele ce urmeazi, Q si F vor fi
dotate cu proprietati semnificative: £ va fi (de obicei, cel putin) deschisa in topolo-
gia uzuald din R3, F va admite (micar) derivate partiale de ordinul intai continue in
raport cu ansamblul celor trei argumente ale sale g.a.m.d.

Formula matematica

F(t,x,xX)=0 (1.1)

desemneazi o ecuatie diferentiald ordinard, de ordinul intdi, Tn contextul unei pro-
bleme de analizd matematicd In care ne intereseaza gasirea unei functii x : [ — R,
de! clasd C', numitd solutie a ecuatiei (1.1), care si satisfacd egalitatea

F (t,x(t),x'(t)) =0 pentru orice € I. (1.2)

Aici, I este un interval (de obicei, deschis) de numere reale iar x'(¢) derivata (ordi-
nard a) lui x in punctul ¢. Se utilizeazi si notatiile % (), 4 [x(r)], respectiv x () —
provenitd din mecanica newtoniana — pentru a ne referi la aceastd derivata.

Formula (1.1), In care nu sunt exprimate argumentele functiilor x, x’, constituie
scrierea prescurtatd, uzuald, a ecuatiei diferentiale (1.2). Argumente de natura geo-
metricd [21, pag. 27] fac scrierea prescurtatd a unei ecuatii preferabild celei detaliate.

In formula (1.1) mirimile 7, x par si aibd aceeasi semnificatie: ele sunt primele
doud variabile (argumente) ale functiei . Semnul tipografic accent (/ ori +) ne indi-
cd faptul cé t este variabila independentd — adica, liberd sa primeasca drept valoare
orice numdr [13, pag. 33] din intervalul / — pe cand x reprezintd variabila depen-
dentd (de t) sau functia (cdutatd) [13, pag. 46].

Exercitiul 1.1. Fie 7y < 11, # 13 numere reale fixate i 3 € (o,1). Fie functia
p: (to,t1) — R continui i verificAnd urmitoarea conditie de semn:

! Sau continuu-diferentiabild [20, pag. 176], adici derivabild pe I si avand (functia-)derivati con-
tinud pe 1.



2 1 Ecuatii liniare, ordinul intai
(t—1)-p(t) >0 pentruorice t # t;. (1.3)
Atunci, nu existd nicio solutie x : (fo,71) — R a ecuatiei difereniale
X +p(t)-x=0
astfel Tncat

x(l‘z) =0, x(t3) 75 0. (1.4)

Solutia exercitiului 1.1. Presupunem, prin reducere la absurd, cd o atare solutie x
existdZ.

Cazul tp < t3. Functia p, fiind continud, are proprietatea valorii intermediare
(Darboux): p(t;) = 0. Observim si ci

C{0P} = 200 OP <0, 1€,

adicd functia x2, datd de corespondenta 1 — [x(r)]*, este descrescitoare nestrict la
dreapta lui t.

Introducem multimea T = {¢ € [f2,3]|x(¢#) = 0}. Evident, ea este nevidd: 1, € T
Fie® t* :=supT. Atunci, r* < t3.

Daci T este finitd, avem r* € T. Altfel, existd sirul strict crescitor (#,),~, C T cu

lim ¢, =*. Pe baza continuititii lui x, deducem ci 0= lim x(z,) = x(¢*), de unde

n——+oo n—r+-oo
t* € T. Asadar, intervalul (¢*,#3] este nevid si restrictia functiei x* la acest interval
este strict descrescitoare.

Functia X2, continui, are proprietatea valorii intermediare: existd numarul 7p €

(t*,t3) pentru care

2
wlon)? = O < ),

ceea ce contrazice monotonia strictd a lui x, infirmand presupunerea initiali.
Cazul t3 < t,. La fel ca anterior, multimea T = {r € [t3,52] | x(¢) = 0} este nevidi
sit, :=infT € T, respectiv restrictia functiei x% 1a intervalul nevid [13,1,) este strict
crescdtoare.
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

2 Exercitiul 1.10 ne permite si renuntim la ipoteza (1.3). Atunci, care ar fi rostul exercitiului
de fatd? Ei bine, rationamentul din solutia sa functioneazad verbatim si pentru ecuatia neliniard
X + p(t) - f(x) = 0, unde functia f : R — R este continud §i supusd, ea insdsi, unei conditii de
semn: u- f(u) > 0 pentru orice u € R\{0}.

3 Intrebuintim operatorul morsd := la definiri de obiecte matematice: nume := valoare. Astfel,
unui nume i se atribuie o valoare.



1 Ecuatii liniare, ordinul intai 3

Exercitiul 1.2. Fie functia p : (f,#1) — R continud, verificind condifia de semn
(1.3), si problema cu datd impusa*

X+ p(t)x=0,
{ x(lz) =xp €R, (1.5

unde 1, € (19,1 ) este fixat. Atunci, problema va admite cel mult o solutie x : (fo,#;) —
R.

Solutia exercitiului 1.2. Presupunem ca ar exista doud asemenea solutii (distincte),
X1,2-

Observam cd diferenta lor, notatd cu x, ar fi o solutie a ecuatiei diferentiale din
problema (1.5) care sa indeplineascd restrictiile (1.4). Astfel, conform Exercitiului
1.1, ea nu ar putea exista.

Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 1.3. Fie functia p : (fo,#;) — R continui gi problemele cu date impuse
X +p(t)x=0, Y = p(t)y=0,
x(12) = xo, ¥(12) = yo,

unde #; € (f9,#1) sixo, yo € R\{0} sunt fixate. Dacid x, y : (fo,#;) — R sunt solutii ale
celor doud probleme, calculati punctele de intersectie ale curbei formate de punctele
M(x(t),y(¢)) In planul Oxy cu dreapta de ecuatie
x
L

LA
2xp  2y0

Solutia exercitiului 1.3. Observdm ca

pe(r) - y(1)] =0, 1€ (,n),

deci punctele M se vor giisi pe una — singurid® — din ramurile hiperbolei echilatere
Xy = X0Y0-
Dreapta, dati prin tdieturi, ii este tangentd acestei hiperbole in punctul My (xo, yo)-
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 1.4. Fie functiile p, g : (tp, +0) — (0,4o0) continue si x : (fp, +°) — R
o solutie a ecuatiei diferentiale

X+ p(t)x=q(1)

astfel Incét x(r,) > 0, unde 1, > t este fixat. Atunci, sunt valabile inegalititile

4 in teoria ecuatiilor diferentiale ordinare se intalnesc probleme (cu date) inifiale, probleme finale,
probleme Cauchy, probleme la limitd s.a.m.d. Deoarece data impusi (f2,x0) 1i este punct interior
proiectiei pe planul Orx a multimii £, problema de fatd constituie o problemd Cauchy.

> Fiind netede, solutiile x, y au proprietatea valorii intermediare, deci punctele M nu pot “siri” de
pe o ramura a hiperbolei pe cealalta.
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0 )
x(1) >0, x(1) < x(t2) +./12 44(s)

pentru orice ¢ € [tp, +0).

Solutia exercitiului 1.4. Functia x fiind continud, existd t3 > , (t3 poate fi chiar
+o0) cu proprietatea ca

x(t) >0, 1€ n,n).

Eafi este solutie urmétoarei reformulari a ecuatiei diferentiale din enung:

(%)'+qa>-<§)z-pa>-§.

Mai precis, ecuatia diferentiali neliniard®

Y +4q(t)y* =p(t)y

admite solutia y : [f2,#3) — (0, 40) cu formula y(¢) = x(%) pentru orice t € [tz,13).
Observdm cd

Y0 = —a0) o) - 2k B
()2
< 4q(1) t2>1n,

de unde, prin integrare Tn ambii membri ai inegalitdtii, deducem ca

*[p(s)]?
s dq(s)

Daca 13 < +oo, atunci t3 este o marime finitd. Estimarea anterioard implica

5 [p(s))?
,:[253)y(t)§y(t2)+ a0

y(t) <y()+ 1€ [t2,13).

ds < oo,

adicd x(#3) > 0. Reludm argumentatia cu #3 in rolul lui t,.
Solutia exercitiului s-a incheiat. O

Exercitiul 1.5. ([21, Observatia 2, pag. 41]) Fie numerele reale P # 0 si Q fixate.
Daci functia x : R — R, de clasi C!, i este solutie ecuatiei diferentiale

X+P-x=0Q,

. v dy
atunci sd se calculeze d—i, unde

6 O astfel de ecuatie face parte din clasa ecuatiilor Bernoulli.
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{s = s(t,x) = e,

y =y(t,x) =x-s. (1.6)

Solutia exercitiului 1.5. Folosind regula de derivare a functiilor compuse i teore-
ma de inversiune locald — vezi Anexa A —

dy dy dt dy 1 1 d
g:E.azg.zzm-ah(r)s(l)]
dt

—Pt d
_°¢ (—x~ePt+x~PeP[>

P dt

1 [dx

— | —+P

P<dt+x)
Y

7

Schimbarea de variabile
(s,y) = (%)

are determinantul [16, pag. 650]

D(s,y) 95 9s Peft 0
D =185 3§ (t,x) = PPt oPt
(t,x) 97 ox X
= Pe*f’ £ 0.

Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 1.6. Fie functia p : [fo,;] — R continuii. Atunci, singura solutie x :
[fo,71] — R a ecuatiei diferentiale

X +p(t)-x=0
pentru care
x(th) =0
este solutia identic nula. Aici, #y < #; sunt numere reale fixate.
Solutia exercitiului 1.6. Pentru a pistra ecuatia diferentiald pe frontiera {t,1;} a

domeniului de definitie al coeficientului p se folosesc derivatele laterale [16, pag.
250] ale prezumtivelor solutii x.

Fie x o solutie care se anuleazd In punctul #y. Conform teoremei Leibniz-Newton
[16, pp. 412—413],
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fo
= x(ty) — /t:p(s)x(s)ds,
de unde
(01 < s(0)+ [ )] lds, 1€ .),
respectiv

(1) < Ix(io)] + [ [ |p<s>|ds} Csup &), 1€ oun]

€l
Fie 1, € (f,t1] cu proprietatea ci’ flgz [p(s)lds < % De aici,
1
(@) < x(to) [ +5 - sup [x(§)], 1€ [to,r2),
&€l f]

respectiv

sup [x(6)] < 2-[x(10)| = 0.

Eelto n)

(1.7)

Cu alte cuvinte, o solutie care se anuleaza in #y va fi identic nula pe un mic interval

inchis, situat la dreapta lui 7.

Daca 1, < t1, reludm argumentatia anterioara cu #, in rolul lui #y. A (mai) ramas
de rdspuns la urmitoarea Intrebare: putem ajunge la t| intr-un numdr finit de pagsi?
Adici, 1l putem acoperi pe [tp,t] cu un numdr finit de asemenea mici intervale pe

care sa fie identic nula solutia?
Introducem o prelungire continud, p : [t3,74] — R, a functiei p:

p(t), t € [t3,10),
p(t) =19 p(t), tE€lto,n],
p(t1), t € (t1,14],

undet3 :=1t9— 1,14 :=1; + 1.

Fiind continud pe o multime compactd (feorema Borel-Lebesgue [16, pag. 57]),

functia R : [t3,74] — R dati prin corespondenta

,
r— [P(s)|ds

7 Aplicatia t € [to,t1] — j,f) |p(s)|ds este continud, crescitoare nestrict si ia valoarea 0 in punctul

t=1ty.
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este uniform continud ([16, pag. 238]; teorema Heine-Cantor [20, pag. 131]). Deci,
existd numéirul § € (O, %) pentru care

N —

max{ry,r}
Lo pe)lds = R(r) ~ R(r) <

min{ry,ry}

oricare ar fi numerele r 5 € [f3,#4] cu proprietatea ci |[r] —rp| < 0.
Introducem familia de intervale {/; |1 € [to,#1]}, unde

0 0

Evident, dacd r; < r, sunt elemente ale unui astfel de interval, atunci

[ pe)las <

Nl*—‘

Intervalele formeazi o acoperire deschisd a intervalului [fp,1;], care este com-
pact:

1) )
l.nlc U L= ( 2l1+2> [t3,14].
zetotl]

Asadar, existd multimea finitd {rs,t6, -, t,} C [to,#1], cu m > 5 numdr natural,
pentru care

[to,1] & U Iy

Renumerotand, eventual, elementele multimii finite, putem presupune cd ty < t5 <
fo < - <ty <H.

in sfarsit, rolul lui 7, va fi jucat fie de t5 (dacd t5s > 1) fie de 6. Ajungerea la 1,
ca punct in care se anuleaza solutia x, se va realiza in cel mult m — 3 pasi. Aceasta
deoarece micile intervale pe care, folosind inductia matematicd, vom dovedi céd x
este identic nula sunt

[ti,ti+1], 5<i<m-—1,
la care se vor adduga [tg, 5], dacd 1y < f5, respectiv [fy,#], dacd t,, < t1. Aici,
0<tiy1—1<0

deoarece I;; N1;,,, # @ pentru orice i.
Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 1.7. ([21, Observatia 4, pag. 42])
1) Rezolvati ecuatia diferentiald
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X =x (1.8)

2) Fie functia a : (f9,t;) — (0,-+0) continui si A : (t9,t;) — (f2,23) 0 primitivi

a sa. Aici, fo < t1, f < t3 sunt numere reale fixate. Se dd x : (19,#;) — R solutie a
ecuatiei diferentiale ordinare, liniard §i omogend,

X =a(t)- x (1.9)

Calculand %, unde

{s = s(t,x) = A(1),

y =y(t,x) =x,

rezolvati ecuatia (1.9).
3) Fie functia b : (tg,t;) — R, de clasi C', si ecuatia diferentiald

X =x+b(t)—b(1).

Fiind datd schimbarea de variabile

{s =s(t,x) =1,
y =y(t,x) =x+b(1),

calculati % .
4) Rezolvati ecuatia diferentiala

x' = x+sint

utilizand punctul 3).

Solutia exercitiului 1.7. /) Folosim Exercitiul 1.5: P:= —1, Q := 0. Ecuatia devine
dy
=~ _0
ds ’

avand drept solutii toate functiile constante y : (0,4o) — R. De aici, familia de
functii {x¢c : R — R|C € R}, unde

xc(t)=C-¢, teR,
contine numai solutii ale ecuatiei diferentiale (1.8).
Adaptand concluzia Exercitiului 1.2 la contextul Exercitiului 1.6, concludem ci

acestea sunt toate solutiile (posibile ale) ecuatiei diferentiale.
2) % =y, deci toate solutiile ecuatiei (1.9) sunt exprimate de formula matematica

x=C-e*, CeR.

Aici, 3 (1,x) = a(t) #0.
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3) 9=y peR(x) = 1.

4) Intrebuintim schimbarea de variabile

{s :s((t,x) =t+7,

y =y(t,x) =x.
Astfel,

dy + sint —l—sin( n)
— =X 1 =X — —
ds 4

V2

2
= x+sin(s) - % —cos(s) - -5
=x+ V2 sin d (V2 sin
B R T W R
=y+b(s)—b(s).
Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 1.8. /) Rezolvati ecuatia diferentiala

, VI1I+x2

X = .
t

2) Se di functia @ : R — R, de clasd C, cu [¢'(u)]* > 0 pentru orice u € R.
Rezolvati ecuatia diferentiala

Cazuri particulare: @ (x) = —x, @2(x) =x+¢* s.am.d.

Solutia exercitiului 1.8. /) Observdm ca derivata unei solutii x oarecare nu este
nicdieri nuld. Atunci, apeland la teorema de inversiune locald, rdsturndm ecuatia di-
ferentiald [21, pag. 23], adicd ne preocupdm de gisirea unor solutii ¢ : / — R, unde J
desemneazd un interval (de obicei) deschis de numere reale, ale ecuatiei diferentiale

dt 1
- .t 1.10
dx 1+ x2 (10

Pe baza Exercitiului 1.7, punctul 2), unde functia A : R — R este datd de formula
A(x)=1In (x—l— 1 —|—x2) , X€R,
deducem ci solutiile 7 : R — R\{0} ale ecuatiei (1.10) au expresia:

t=C-(x+V1+22), CeR\{o},



10 1 Ecuatii liniare, ordinul intai

respectiv

t C

T

2) Procedénd la fel ca la punctul /), ajungem la

r—c-{<p<x>+ 1+[<p<x>]2}, C e R\(0),

respectiv la

O(xX)= 75— (1.11)
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 1.9. Fie functiile p, ¢ : (f9,#;) — R continue, unde —eco <1y < t; < oo,
si ecuatia diferentiald ordinard, liniard §i neomogend,

X +p@t)-x=q(t). (1.12)

1) Dacd x; : (to,#1) — R este o solutie cunoscutd a ecuatiei (1.12), atunci trans-
formati ecuatia folosind schimbarea de variabile

{ s =s(t,x) =t,

y =y(t,%) =x—xi (7).

2) (21, pag. 40]) Daci x1 2 : (fo,t1) — R sunt solutii cunoscute (distincte) ale
ecuatiei (1.12), atunci aritati cd familia de functii {xc : (fp,#1) — R|C € R} expri-
mate prin formula

xc(t) =x1(t)+C- [x2(t) —x1(2)], ¢ € (f0,11),

contine toate solutiile ecuatiei diferentiale (1.12).
3)([21, Observatia 3, pag. 41]) Se di familia de functii {xc : (fo,s;)) = R|C e R}
cu formula

xe(t) = @) +C-y(1), 1€ (o)

Aici, ¢ : (t9,11) — R si w: (to,11) — R\ {0} sunt functii de clasi C' cunoscute. Sta-
biliti cd aceastd familie este constituitd din toate solutiile unei ecuatii diferentiale
ordinare, liniard gi neomogena.

4) Rezolvati ecuatia diferentiala

, x—1
t—1

folosind punctul 2).
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Solutia exercitiului 1.9. 1) 4 + p(s)y = 0si 5223 (1,x) = 1.

2) Pe baza punctului /), observam ca functia

t € (to,11) ¥ x2(1) —x1 (1)
1i este solutie pdrtii liniare §i omogene a ecuatiei (1.12), adicd ecuatiei
X +p(t)-x=0.

Adaptand Exercitiul 1.6, deducem ci ea nu se anuleazd niciieri.

Introducem data impusi (3,x9) € (t,#1) X R. Atunci, apeland la reformularea
Exercitiului 1.2 pentru ecuatiile diferentiale liniare si neomogene, concludem ca e-
cuatia (1.12) poate avea cel mult o (singurd) solutie x : (fo,7;) — R care sd accepte
data impusi: x(t;) = xo. Fie

X0 — X1 (£
C, = )62((;2)7_1;2(32) (1.13)
Solutia cdutatd este xc, .
3)Plecand dela 0 = %(C) = % [%} , ajungem la
xe+p(t) xe=q(1),
unde
p0 =L 40y = ) +00) p0), 1 0.0,
y(1)
4) Avem p(t) = q(t) = —;, respectiv xi(t) = 1,x(¢) =t pentru orice ¢ €

R\{1}. Solutiile au formula matematici
x=14C-(t—1), CeR.
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 1.10. /) Fie functiile p, g : (fo,#1) — R continue, unde #p < #; sunt nu-
mere reale fixate, si P : (fy,#1) — R o primitivd cunoscutd a lui p. Atunci, ecuatia
diferentiald

X4 p(t) x=q(r)
se poate rescrie ca

[rp(t) -2 = up(t),
unde functiile rp, up : (t9,1;) — R au formulele

rp(t) =eD up(t) =q(t)-rp(r), 1€ (t0,11).
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2)Fiet, € (tp,11) fixat i B, : (fo,#1) — R acea primitivi a lui p care se anuleazi
in #,. Atunci, functia x; : (fo,#;) — R datd de expresia

1 1
a0 =g | 6ds, 1€ o),

a e, () Jo

este solutia problemei

Fie xp € R. La randul siu, functia y : (fo,#;) — R cu formula

¥(t) = % +x(t) =

: [x0+/tup,2(s)ds} ;1€ (to,1),

re, (t) )

este solutia problemei

x(l‘z) = X0-

{ X+ p(t)x=q(t),

Solutia exercitiului 1.10. 2) Folosim Exercitiul 1.9, punctul /).
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Formula (1.1) poate fi rezolvata®, in cazul ecuatiilor diferentiale liniare (omogene
si neomogene), in raport cu argumentul x':

¥ =g(t,x), (1.14)

unde functia g : ¥ — R si multimea ¥ C R?, din planul euclidian Otx, vor fi dotate
cu proprietdti semnificative: (de obicei) deschidere in topologia uzuald a planului,
netezime — adicd, existenta unor derivate partiale continue In raport cu ansamblul
argumentelor — g.a.m.d.

Atunci cand este posibild, rescrierea lui (1.1) in forma (1.14) poartd numele de
aducerea la forma normald [21, pag. 158] a unei ecuatii diferentiale ordinare de
ordinul 1ntdi. Un exemplu de ecuatie diferentiald céreia nu-i putem construi forma
normala este oferit de [21, Exemplul 4, pag. 123]

e+ =1.
Prin solutie generald [21, pp. 20, 21] a ecuatiei diferentiale (1.1) — sau (1.14) —

intelegem o familie de functii {xc : Ic — R|C € K C R} ai ciirei membri verifici,
1n mod identic pe domeniul lor de definitie, formula corespunzitoare a ecuatiei. In

8 Daci punctul (t,,x,,y,) ii este punct interior multimii €, daci functia F are derivatele partiale
de ordinul Intai continue pe o vecindtate deschisi a lui (z,,x,,y,) si dacd %—f (t4s %4, ¥%) # 0, atunci
expresia F(z,x,y) = 0 ne conduce, in jurul lui (t,,x,,y«), 1a o formuld de tipul dorit [13, pag. 419].
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plus, atunci cind introducem o datd impusd, problema formata de ecuatia diferentia-
14 7n tandem cu data va avea o singurd solutie, din respectiva familie, caracterizatd de
o valoare anume C, € K. Vezi exemplul dat de (1.13). Solutia respectivd constituie
o solutie particulard [21, pag. 8] a ecuatiei diferentiale.

Diversele metode de calcul al solutiilor [21, pp. 22, 23] ne conduc fie la forma
explicitd [13, pag. 59] a acestora, adicd la o formuld de tipul

x=h(C), tel,CeK, (1.15)
fie 1a o formd implicitd [13, ibid.], adicd la o formuld de tipul
m(t,x,C) = 0. (1.16)

Vezi Exercitiul 1.9, punctul 3), pentru un exemplu de forma explicitd, respectiv
Exercitiul 1.8, punctul 2) pentru unul vizavi de forma implicitd a solutiei genera-
le.

Constanta arbitrard C, din oricare dintre formulele (1.15), (1.16), este constanta
de integrare [21, pag. 25] a formulei respective.

Formula matematicd (1.16) se mai numeste si integrala generald a ecuatiei di-
ferentiale ordinare (1.1) — sau (1.14) — [21, pag. 24]. Pentru determinarea uni-
vocd a integralelor particulare (corespondentele solutiilor particulare) este sufici-
ent [20, pag. 182] ca functia m si fie netedd pe o vecindtate deschisd a punctului
(te,xs,Cy) € R3sica

m(ty,x«,Cy) =0, Z—Z(t*,x*,c*) #0.
La o atare constantd C, ne referim, uneori, cu apelativul (constantd de integrare)
esentiald [21, pag. 171].

Prin extensie de limbaj, atunci cand problema constituitd dintr-o ecuatie diferen-
tiald luatd impreuna cu o datd impusd posedad doar o (singurd) solufie, aceasta va
fi numitd solutie particulard a ecuatiei chiar si atunci cind nu se obtine din solutia
generald prin particularizarea constantei de integrare [21, pag. 25]. De exemplu,
ecuatia diferentiald

unde functia f : (—e0,1]\{0} — R este dati de expresiile

= x < 1six#0,

— ) In(1—x)
oo ={ mE= T

pe care o rezolvam prin rasturnare, admite solutia particulara x = 1 si solutia gene-
rald formatd din ansamblul expresiilor (extrase din integrala generald)

x=1—e V2N x=1_eV2CT)
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Prima solutie nu provine din particularizarea Iui C in vreuna din cele doud expresii.



Capitolul 2

Unelte si auxiliare: inegalitati integrale si
diferentiale, chestiunea unicitatii si cea a
perturbatiei, functii Lipschitz

Fie 1y < f, < t; numere reale fixate gi functia continui f : (¢9,#;) — R. Am folosit
deja, in Capitolul 1, faptul ci aplicatia F : (ty,#;) — R datd de corespondenta

ot
t— | f(s)ds
JIy
este o primitivi — ori o antiderivatd [14, pag. 19] — a lui f. Mai precis, acea
primitivi care se anuleazd in t,: F(t;) = 0.
Intr-adevir, fie t3 € (fo,) fixat i h € (0,min{t3 —#o,#; —t3}) oarecare. Estimi-
rile urmaitoare, bazate pe teorema de medie [14, pag. 83], [16, pag. 401],

Pl F) 2 [ ) = (@) =) = )
F(3)—F(3—h) 1 [5 _
% =3 ~/lrhf(S)dS—f(52),

unde & = & (h) € [t3,83 + 1], & € [t3 — h,13], ne conduc la egalitatea derivatelor
laterale ale lui F in punctul #3:

F(3+h)—F(13)

f(t) Z}lig(l)f(gl (h)) = }I%T = Fy(13)
_ %F(ts) —;(ta —h) _F(n).

Astfel, daci ¥ C R? este o multime deschisd 1n topologia uzuald i t4 < 5, x9 <
X1 sunt numere reale fixate, cu proprietatea cd

[t4at5] X [.X(),.XI] C qja (21)
dacd g : ¥ — R este o functie continud 1n raport cu ansamblul celor doud vari-

abile ale sale si dacd aplicatia u : (14,¢5) — (x0,x1) este continud, atunci functia
G : (t4,t5) — R definitd de expresia

15
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t
G(t)=x; +/ g(s,u(s))ds, undet € (ts,15)
I6

iar fg € (14,15) $i x, € R sunt numere fixate, constituie primitiva care ia valoarea x;
in punctul ¢ a functiei exprimate prin corespondenta — vezi Exercitiul 3.3 —

t— g(t,u(t)).

Din acest motiv, se sustine afirmatia ca problema cu datd impusd

{ X =g(t,x), 22)

x(le) =X

este echivalentd cu ecuatia integrald, in raport cu necunoscuta x = x(t):

t
x(t)=xo+ [ g(s,x(s))ds, t€IC (tg,15). (2.3)
Ie
Aici, multimea I, cu g € I, desemneaza un interval (de obicei) deschis de numere
reale care 1i este domeniu de definitie necunoscutei si x, € (xo,x1).

Exercitiile care urmeazd se preocupd de (in)egalitdti de tipul (2.3): lor le este
specificd prezenta unei functii x, u,... de ambele pdrti ale relatiei de ordine. Ceea
ce ne intereseazd este constructia unei estimdri a valorilor acestei functii pe baza
celorlalte componente ale (in)egalitétii. Numim o atare estimare aprioricd.

Exercitiul 2.1. (/3, pp. 83-85], [4, pag. 262]) S& presupunem ci functiile u«, a :
[to,T) — [0,+0c0), unde —eo < fg < T < +oo, 5i g : [0, +00) — [0,400) sunt continue,
cdl g este crescitoare nestrict si cd g(x) > 0 pentru orice x > k > 0.

Daca existd numarul ¢ > k astfel Tncat

u(t) <c+ ta(s)g(u(s))ds, t € [to,T), (2.4)

fo

si mdrimea ¢ < C < +o0 pentru care!

T C dy
a(s)ds </ —_,
/zo (5 c 8
atunci are loc estimarea
t
u(t) <G (G(c) +/ a(s)ds> . ten,T). (2.5)
0]

Aici,

! Ne reamintim faptul ci (integrala improprie) j,({ a(s)ds = hT j;:’ a(s)ds pentru orice sir strict
N——oo

cresciitor de numere reale (t,),~; C [t0,T) cu grf t, = T. Vezi si [14, pp. 90-93], [17, pag. 55].
> pn
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Y ds
G(x)z/k 20 x>k

Solutia exercitiului 2.1. Cazul C < 4o0. Notdm cu y(¢) membrul drept al inegali-
tatii (integrale a) lui Bihari (2.4). Atunci,

u(t) <y(@t), t€lo,T),

respectiv y(to) = ¢ §i y(t) > ¢ > k. De unde, g(y(r)) > 0 peste tot in [1p,T).
Deducem c4, datd fiind monotonia lui g,

(1) = a(t)g(u(r)) < a(t)g(y()),

respectiv

<af(t), telt,T).

Prin integrare Tn ambii membri ai inegalitdtii, ajungem la

® ds t oy (v
G(y@)_c;@:/cy d—:/t Y0 4,

gls)  Ji gO(v))
< /I a(s)ds. (2.6)
Remarcam ca
G(c)+ tta(s)ds < G(c)+ /CC % =G(C), te€]n,T). 2.7

Aplicatia y fiind continu si cresciitoare nestrict, cum y(ty) = ¢ € [k,C) este clar
cd y(t) € [k,C) pe un mic interval [ situat la dreapta lui ty. Functia G : [k,C] —
[0,G(C)] este strict crescitoare si bijectivd — vezi si Exercitiul 4.1 —. De unde,
tinand seama de monotonia lui G~ !, concludem ci

1

y(t) < G! <G(c) +f

J1y

a(s)ds) <C, tel.

Estimdrile (2.6), (2.7) implicd I = [fy, T).
Cazul C = +o0 se demonstreaza asemanator.
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 2.2. ([11, pag. 24]) Fie numerele reale fo < T fixate. S& presupunem ci

functiile u, a : [ty, T] — [0, +o0) sunt continue.
Dacai existd numarul ¢ > 0 astfel incat

u(t) < c—l—./l.ta(s)u(s)ds, t € [to,T], (2.8)
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atunci are loc estimarea
ot
u(t) <c-exp (/ a(s)ds) , 1€, T]. (2.9)
A

Solutia exercitiului 2.2. Fie numirul € € (0, 1) fixat. Inlocuim numrul ¢ din mem-
brul drept al inegalitatii (integrale) Gronwall-Bellman (2.8) cu numdrul ¢ 4 €.

Ne situdm in contextul Exercitiului 2.1. Fie k :=c 4 €.

Impunem ca g(x) = x pentru orice x > 0, respectiv introducem numérul C > 0
prin

C:=(c+1)-exp (/tOT a(s)ds) .

Atunci, G(x) = In (Hig), unde C > x> c+ég,si

G l(y)=(c+e)-¢, ye [o,m (Lﬂ .

c+E&

Avem

G (G(c+e)+ /Iota(s)ds> - (c+e)-exp( /l'ta(s)ds>, £ € [0, 7).

J10

Am ajuns la

u(t) <(c+e)-exp (/tola(s)ds) , tE€n,T].

Nu ne raméne decit sa-1 variem pe €: € 0.
Solutia exercitiului s-a incheiat. O

Exercitiul 2.3. (/8, pag. 293]) Fie numerele reale & > 0, #y oarecare si A,M >0
fixate. Daci functia continud x : [fo, 79 + h] — [0, +o0) satisface inegalitatea

x(r) < /t [A+M-x(s)|ds, t€ ty,to+h],

fo

atunci
x(t) <Ah-eM' 1€ [to,t0+ ).

Solutia exercitiului 2.3. Urmandu-1 pe Gronwall [8, ibid.], introducem functia ¢ :
[fo,20 + h] — [0, +o0) prin relatia

x(t) = M) (1), 1€ to,t0+h).

Functia { fiind continud, existd numdirul ¢ € [fy,#) + h] cu proprietatea ci [16,
pag. 236]
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Cn)= sup C(v)= max ¢(v).

velto fo+h] vE|to,to+11]

Intreprindem evaludrile
1
M=) (1) <A-(1—10) + [ MeME™0).¢(s)ds

1o
1

<A(t—1)+ [/ MeM(S“))ds} - sup &(v)
Jiy

vetg to+h)

<A-h+ {eM(’*‘O) - 1} L), t€lt,to+h.
In final, pentru = 1, obtinem ci
M—0)¢ (1) < A+ [eMm*fo) - 1] L),
de unde
L(n) < Ah,
respectiv
x(t) < MU0 Ap, 1 € [tg,10 4 h].
Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 2.4. Sd presupunem ci functia continud g : [0, +c0) — [0, 4-o0) este strict
crescdtoare si bijectivd. In plus, sd considerdm integrala improprie

/ sy
0 g '(s)
si sd introducem functia H : [0, +o0) — [0, +0) cu formulele?
H(0)=0, H(x) /X _ds_ pentru orice x >0
=0, X) = — X .
Jo g7'(s)

Fiind date mérimile 0 < ¢ < C < 400 §i —oo < fg < T < 400, respectiv functiile
continue a, u : [ty,T) — [0, +oo) astfel incat

./tOTa(s)ds< /ccgdl—lzv)

si

2 Pentru calculul derivatei lui H, adaptim tehnica de la pagina 15, privitoare la derivatele lui F.
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f

gu(®)) <c+ / a(s)u(s)ds, t€n,T), (2.10)
JIy

este valabila estimarea
1
u(t) < (Hog)™! (H(c) + a(s)ds) , t€in,T). (2.11)

fo

Solutia exercitiului 2.4. Ne ocupim doar de cazul C < 0.
Observim ci g(0) = 0 si g(x) > 0 pentru orice numir x > 0, de unde g~! (y) >0
pentru orice y > 0.
Notdm cu y(f) mirimea fl; a(s)u(s)ds, unde t € [to,T). Aici, y(tp) = 0.
Inegalitatea (2.10) se rescrie ca

u(t) <g '(c+y(1)),
ceea ce ne conduce la

(c+y)(t) o u()
g Hety() gl (e+y@) ~

Prin integrare Tn ambii membri ai inegalitdtii, obtinem cd

cHy(t)  dy /t
< | a(s)ds,
/c g'(v) = (5

=a(t) at), te€]t,T).

respectiv cd
Hie+3(1) S H(e)+ [ "a(s)ds < H(C), 1€ [10,T).

In sfarsit, tindnd cont de monotonia lui H~!, avem

c+y(t)<H! (H(c)—i— Ia(s)ds) , tE€l,T).

fo
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O
Exercitiul 2.5. ([18], in limba chinezd) Fie numerele reale o < T oarecare. Sa pre-

supunem cd functiile u, a : [ty, T] — [0,4o<) sunt continue si cd are loc inegalitatea
integrald

[u(t)]? < [u(to)]zf ta(s)u(s)ds, 1 € to,T). (2.12)

Atunci,
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Solutia exercitiului 2.5. Aceastd inegalitate (integrald) a lui Ouyang (2.12) cons-
tituie un caz particular al inegalititii Bihari duale (2.10). Intr-adevir, in contextul
Exercitiului 2.4, Intrebuintdm mdrimile

2
glx) = % =H '(x), g '(x)=+v2x=H(x) pentru orice x > 0.
Apoi, cu € € (0,1) fixat, introducem cantititile:
1 2 1 T 2
c:= M, C:=—|u(tp)+1+ [ a(s)ds| .
2 2 A

Estimarea (2.11) devine
't
u(t) gu(t0)+8+/ a(s)ds, t€]t,T).
JIy

Solutia exercitiului s-a incheiat. O

Exercitiul 2.6. Fie multimea deschisa ¥ introdusa in (2.1), functia g : ¥ — R con-
tinu#l in raport cu ansamblul variabilelor sale si data impusi (t6,x;) situatd in drept-
unghiul D := (t4,t5) x (x,x1). Fie functiile u, v, w : [ts,t7] — (x0,x1), de clasi C!,
care le sunt solutii problemelor:

{ W < g(t,u), { vV =g(t,v), { w' > g(t,w),

u(t(,) = X2, V(l‘(,) =X, W(l‘(,) =X3.

Atunci, este valabild urmitoarea concluzie® a acestor inegalitdfi (diferentiale) ale
lui Ceaplighin [14, pag. 412]

ut) <v(t) <w(t), tEe(te,t7).
Alci, 17 € (t6,15).

Solutia exercitiului 2.6. Ne ocupam doar de inegalitatea u(t) < v(t).
Introducem functia g : [ts,#7] — R cu formula

q(t)=v(t)—u(t), t€ t,t7].

Se observi ci g(fg) =0 si cd

Din

3 n teoria ecuatiilor diferentiale ordinare, asemenea rezultate se numesc (si) teoreme de comparare
a (solutiilor) ecuatiilor diferentiale [1, pag. 30].
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q(te +h) —q(te)

"(te) = ¢’ (ts) = 1i
q (t6) = q4(t6) fim Y
— lim V(t6+/’l) —u(l‘(,—Fh)
AN h

deducem cd v(¢) — u(t) > 0 pe un mic interval de forma (t6, 6 + €], unde € € (0,2, —

t(,].
Presupunénd, prin reducere la absurd, cd existi numdirul rg € (7 + €,17] astfel
Tncat

q(ts) = v(ts) —u(ts) =0,

introducem multimea Q = {r € (ts+ €,#7] | ¢(t) = 0}. Evident, Q este nevidi: t3 € Q.
Fie t, := inf Q. La fel ca la Exercifiul 1.1, concludem ca ¢, € Q, deci ca

{ v(t) —u(t,) =0,

v(t) —u(t) >0, 1€ (te+¢,t).
Asadar,

() —u(t)] = (e — h) —u(t, = h)]

q(t) =4qs(t;) = lim

<0. (2.13)
Pe de alta parte,

q'(t) = gt v(t)) =1 (1)
> g(te, V(1)) = (1, u(t))
=0,

in contradictie cu (2.13).
Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 2.7. Fie x : [0, %) — R solutia problemei initiale

X =x>+1,
x(0) =0.

Atunci, pe un mic interval I := [0,1], cu n <In2 < %, are loc dubla inegalitate
<x(r)<e' -1, rel

Solutia exercitiului 2.7. Introducem problemele de mai jos, bazate pe ecuatii dife-
rentiale liniare [14, pag. 416]:
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uW=1-¢, ¥ =x+1, w=w+1+e¢,
u(0) =0, x(0) =0, w(0) = 0.

Aici, numirul € € (0, 1) este fixat.

Daca u, x, w sunt solutii corespunzitoare ale problemelor, atunci, pe un mic in-
terval I din R situat la dreapta lui 0, ele vor lua numai valori aflate in vecindtatea
Iui 0. In plus, derivatele lor de ordinul inti vor avea doar valori (strict) pozitive pe
1, deci cele trei functii vor fi (strict) crescdtoare pe I. De unde rezultd cd

u(®),x(t),w() €0,1), rel
Astfel,
W' (t) < [u(@)]*+1, w(t)>[w(t)]*+1 pentruoricer €I,

adicd ne regdsim 1n contextul Exercitiului 2.6.
Conform Exercitiului 1.5,

u(t)=(1—-¢€)-t, w(t)=(1+g)-(e'—1), 1€l

Pentru a concluziona, il variem pe €: € \, 0. Solutia x poate fi determinata prin
risturnarea ecuatiei sale diferentiale: x(¢) = tanr.
Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 2.8. Sa presupunem cad functia g : ¥ — R, continuad in raport cu ansam-
blul celor doua variabile ale ei, este (si) functie Lipschitz in cea de-a doua variabila:

|g(t,u1) — g(t,u2)| < L-|uy —us| (2.14)

pentru toate perechile (7, u; 2) din dreptunghiul® inchis D. Aici, numirul L > 0 este

fixat.
Fie datele impuse (f5,x23) € D si solutiile x, y : (t4,25) — (x0,x1 ) ale problemelor

x/zg(t,x), y/:gtuy)a
x(t6) = X3, .
Atunci, este valabild estimarea

[x(t) —y@)| <M-|x2—x3|, t€ (tayts), (2.15)

unde M := el (5—14)

Solutia exercitiului 2.8. Intrebuingim transformarea problemelor in ecuatii integra-
le (2.3). Astfel,

1 € (ta,ts).

x(t) = x2+ fy 8(s,x(s))ds,
y(t) = x3+ [ g(s,y(s))ds,

4 Introdus in Exercitiul 2.6.
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Pe baza inegalitdfii triunghiului, deducem cia [16, pag. 399]

(1) =y()] < e = x3| +

/t6[ |g(S,X(S)) — g(s’y(s)” ds

< |xp—x3|+ . 1€ (tg,15).

[ 2= as

Ne rezumdm la cazul t¢ < t. Aplicand inegalitatea Gronwall-Bellman, ajungem
la

1
|Aﬂ—y0ﬂSL@—xﬂ«ﬂp(/LdQ<_uz—aﬁe“’@
Ie
< ellis=ts) . lxs — x3] .
Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 2.8 stabileste egalitatea solutiilor x, y in cazul datelor impuse egale:
xp = x3. Convenim ci o ecuatie diferentiala satisface chestiunea unicitatii daci
problema cu data impusa prezentata in acest exercitiu, In care introducem ecuatia in
cauzd, admite cel mult o (singurd) solutie.

Prin satisfacerea chestiunii perturbatiei de citre o ecuatie diferentiald intele-
gem faptul cd o problemd cu datd impusd, de tipul celei din Exercitiul 2.8, poate
fi rezolvata printr-o trecere la limitd aplicatd solutiilor unor probleme perturbate
(deformate): adicd, alegand x3 := x; + € si apoi variindu-Il pe €, € — 0.

Conditia (locald) de functie Lipschitz In argumentul spatial x, adicd (2.14), este
suficientd pentru ca o ecuatie diferentiald x' = g(¢,x) si satisfacd ambele chestiuni.

Daci functia g posedd o derivatd partiald in raport cu cea de-a doua variabild,

% ¥ — R, care sd fie continud in raport cu ansamblul variabilelor sale pe drept-

unghiul inchis D, atunci, apeland la teorema cresterilor finite® (Lagrange), deducem
cd

d
el st < s (%50
Eelxox],E=E() | 74
d —
X (@f)| n—al, () €D

< sup
(a.p)eD

estimiri care ne indici cum putem gisi valori convenabile ale constantei® L:

9g
u

sup
(a,B)eD

(mﬁﬂgL<+w

Exercitiul 2.9. Fie numirul 7y € R fixat si functia a : [tp, +o0) — R continud.

5 Sau teorema (formula) mediei [13, pag. 362], [16, pag. 283].
6 Multimea D este compacti in topologia uzuald a planului euclidian. Vezi Exercitiul 3.1.



2 Inegalitdti, unicitate si perturbatie, Lipschitz 25

Rezolvati problema

x(t) =xp € R.

{ ¥ =a(t) -,

Solutia exercitiului 2.9. Construim multimea ¥, dreptunghiul D
¥ .= (tl,l‘z) X (xl,)Cz), D = (13,14) X ()C3,)C4), D cY,

unde ty € (f3,14) , x0 € (x3,X4), si functiaa: (f,7,) — R care prelungeste, cu pistra-
rea continuité;iﬂ, funcfia a. Aici, t1p :=t0 F2,x12:= X0 F 2,134 :=lo F 1, x34 1=
X0 F 1.

Functia g : ¥ — R, cu formula g(t,u) = a(t) - u?, este continui in raport cu an-
samblul variabilelor sale si, in plus,

dg _ _
E(r,u) =2a(t)u, (t,u)€D.
Astfel,
dg _
%8 ()| <2 sup fa(0)]-max s b}
u 1€[t3,14]
<2 max |a(t)|- (Jxo| + 1)
1€[t0,t4]
< L < Hoo,

Ecuatia din enunt satisface, agadar, atit chestiunea unicitafii cat si chestiunea
perturbatiei.

Cazul xo > 0. Fiind continud, orice prezumtivd solutie x ia valori pozitive pe un
mic interval la dreapta lui fy:

x(t) >0, 1€ n,ts],

unde 75 > 1) este fixat. Evident, t5 = #5(x).
Ecuatia se rescrie ca

% [_ﬁ} =a(t), 1€ t,1s].

Prin integrare in ambii membri ai egalitdtii, ajungem la

1 1
x(t) = _ = _ , 1€ [to,15]. (2.16)
ﬁ - jtg a(s)ds XLO - j[; a(s)ds
Introducem functia (nu neapdrat bijectivi) A : [fg, +o0) — R cu formula A(¢) =

fl; a(s)ds pentru orice t > fy i multimea

7 Vezi functia 7 din Exercitiul 1.6.
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e La ettt < LY (a0 (1))

Evident, 0 € .#Z .
Fie M., := sup.# < xio Atunci, solutia cu formula din (2.16) exista pe orice
interval [fo,75] pe care A(f) < M. Aici, t5 = 5(a).
Subcazul a(t) > 0, t > ty. Fie mirimea (cea mai mare) 7y < T < oo cu proprie-
tatea ca
T 1
Mo= [ a(s)ds< —.
o X0

Atunci, problema admite exact o (singurd) solufie definiti pe intervalul maximal®
[Z‘Q, T)Z

1

B % - ftg a(s)ds’

x(t)

t €, T).

in plus, are loc alternativa: fie T = +oo, adica solutia existd peste tot in viitor, fie
T < +oo[1, pag. 36], adica solutia explodeazd in timp finit $i

r 1
lim x(¢) = +oo, / a(s)ds = —.
t /T ) X0

Subcazul a(t) < 0,1 > ty. Evident, solutia cu formula (2.16) existd peste tot in
viitor.

Cazul xo = 0. Aici avem nevoie de chestiunea unicitdtii. Observam cd functia
identic nuld, x = 0, verificd atat ecuatia cat si data impusd. Ca atare, nu mai exista
altd solutie.

Cazul xy < 0 se trateazd asemandtor primului caz.

Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 2.10. Apeland la chestiunea perturbatiei, rezolvati problema

X =x >0,
x(0) =0.

Solutia exercitiului 2.10. Fie numirul € € (0, 1) fixat.
Introducem urmaétoarea perturbare a problemei din enunt:

{ y =y, t>0,
y(0) =e.

Conform primului caz discutat la Exercitiul 2.9, aceastd din urmi problemai are so-
lutia ye : Ie — R datd de expresia

8 Tn raport cu relatia de incluziune dintre intervalele pe care ar putea exista solutia. Spunem ci
solutia x nu mai poate fi prelungitd la dreapta lui T.
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in particular,

€
0<yg(t)§1T8<1, t€10,1] C L.

Sd presupunem ca problema din enunt admite solutia x, definitd pe intervalul
(mic) I € [0,1], cu 0 € I, astfel incat:

x@t)e(-1,1), tel.

Adaptand solutia Exercitiului 2.8 (cazul ts < t), ajungem la o estimare similard
lui (2.15):

x(t) —ye(t)| <M-0—¢|, 1€,

unde M := ¢,
Inegalitatea

|x()| < ye(t)+Me, tel,
ne conduce, variindu-1 pe €, € \, 0, pentru ¢ fixat, la
x(1)=0, tel

Solutia exercitiului s-a Incheiat. O






Capitolul 3

Teorema de existenta si unicitate a solutiilor
pentru problemele Cauchy ale ecuatiilor
diferentiale, de ordinul intai

In planul euclidian R?, lucrim raportat la reperul cartezian Otx [9, pag. 98]. Ast-
fel, In contextul Figurii 3.1, introducem urmitoarele distante fatd de origine [16,
pag. 529] ale punctelor planului:

T
&
Ty 15 b=2e
0 —=lev? z
@ i t

Fig. 3.1 Echivalenta normelor in plan: norme diferite, desi produc bile de forme diferite, con-
duc la aceeasi topologie. Interioarele celor doud patrate, cu laturile a, b portocalii si centrul de
simetrie M (fy,xo), desemneazi bile in topologia dati de norma || % ||... Interiorul discului de razi
(portocalie) € si de centru M este o bild in topologia datid de norma || x ||2.

ele sunt norma uzuali || x ||, numitd si de index 2, cu formula

(| (t0,%0)||2 := 1/13 + x§ = lungimea segmentului OM,
respectiv norma || ||, cu formula [16, pag. 534]

[|(t0,%0) [ := max {|to], |xo|} -

Dubla inegalitate

29
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max {|r, x|} < V2 +x2 <V2-max{[t],|x|]}, 1,xER,
aratd cd

a
, =

B” (M 2) CB*(M,e) C B~ <M, g) ,

unde a := £v/2, b := 2¢ si £ > 0 este un numir fixat. Litera B vine de la bild:

B(M,g) := {(t,x) eR?

16.3) ol = =07 + =0 < e}

adicd bila de centru M si de razd € ale cirei puncte (7,x) sunt distantate prin norma
[ [l2. i

a

e (< st <3}

B” (M,

De aici deducem cd o multime deschisd@ — 1n topologia uzuald — a planului
euclidian, adicd o reuniune oarecare de interioare de discuri (bile B?) poate fi re-
organizatd ca o reuniune de (interioare de) pétrate (bile B*). Mai mult chiar, orice
multime deschisd poate fi imaginatd ca o reuniune de (interioare de) dreptunghiuri

mici, cu laturile paralele cu axele de coordonate [16, pag. 533].

Exercitiul 3.1. (/7, pag. 46]) Fie a < b si ¢ < d numere reale fixate. Fie (G;),c;, I #
0, o familie de multimi deschise in topologia uzuald astfel Tncat

K :={a,b] x [c,d] C UG,-.

i€l
Atunci, existd submultimea nevida, finitd, J a lui I pentru care

Kc|JG;
JjeJ

Solutia exercitiului 3.1. intrebuintim Figura 3.2. Astfel, presupunem ci multimile
deschise G; sunt bile B, cu aceeasi notatie: G; = B?.

Fie x € [¢,d]. Multimea K, := {(¢,x) |t € [a,b]} = [a,b] x {x} constituie un seg-
ment inchis orizontal al planului R2.

Ca submultime compactd [7, pag. 44], [13, pag. 105] a dreptei dy := R x {x}
din care face parte — si pentru care realizam identificarea [20, pag. 17] cu R, adica
R =d, —, K, este (si) o submultime compactd a planului. Aceasta pentru cé topo-
logia uzuald a dreptei este topologia relativd [7, pag. 28] construitd pe dreaptd de
cdtre topologia uzuald a planului:

(t—8,t+8) = (t— 8,1+ 6) x {x}

= B*((t,x),8) N {(u,x) |u € R} = B>N (R x {x})
= B*Nd, pentruorice § = 8(t) > 0,1 € [a,b].
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De unde rezultd cd putem ajunge la acoperirea lui Ky cu un numdr finit de intervale
(t—98(t),t + 8(t)) dacii si numai daci putem ajunge la acoperirea sa cu un numér
finit — acelasi! — de discuri B>((¢,x),5(t)).

S

RS
~

i

Fig. 3.2 a) Parchetarea unei incdperi: cam sd reduci la un numar finit de discuri albastre o acoperi-
re deschisd oarecare a unui plangeu dreptunghiular. b) Fiecare punct al planseului, fiind element al
macar unui disc, 1i va fi centru de simetrie unui dreptunghi albastru avand laturile paralele cu axele
de coordonate si care este inclus in discul respectiv. Intersectia cu dreptunghiul podelei a oricarei
drepte a planului acesteia care sa fie paralela cu axa de coordonate orizontald este fie multimea
vida fie un segment inchis orizontal ce va fi acoperit de un numadr finit de astfel de dreptunghiuri,

ale cdror centre de simetrie se gédsesc pe el. Alegand cea mai micd indltime a acestor dreptunghiuri,

le restrAngem la o multime finitd de dreptunghiuri portocalii, (unele) nedisjuncte, toate de aceeasi
ndltime. ¢) Am construit astfel o bandd dreptunghiulard portocalie care acoperd o zond de 1dtimea
intregii podele. in plus, dati fiind reducerea lor in dimensiune, dreptunghiurile benzii sunt incluse
Intr-un numar finit de discuri (nedesenate). Observam cd una din muchiile laterale ale incéperii este
acoperitd cu dreptunghiuri albastre, cite unul din fiecare banda. Putem, astfel, alege un numar finit
de asemenea dreptunghiuri: benzile lor acoperd, in Intregime, podeaua. Alegand cate un singur disc
pentru fiecare dreptunghi al acestei acoperiri, gésim subacoperirea finitd cu discuri a planseului.

C

19) t

Asadar, multimea K, poate fi acoperitd cu un numdr finit de discuri G;:

{G1,G3,..., G, },
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numerotate de la stdnga la dreapta. Evident, multimile /' := K, N G} sunt segmente
madrginite (nu neapdrat deschise la capete, vezi cazul cand K, C G7) care fac parte
din dreapta d,.

De asemeni,

nx
K.={JI}, K:NGING}, =I NI #0 pentruorice i.
i=1

In aceste discuri putem construi mici dreptunghiuri (fird muchii) fox C G}, cu
laturile paralele cu axele de coordonate ale reperului Otx si avand centrele de sime-
trie (intersectia diagonalelor, punctul (7, x)) situate pe segmentul K, — inclusiv in
capetele lui! —:

F= U {txye U prear

(tx)elf (tx)elf

Pentru orice punct (¢,x) € If NI, | construim cate un singur dreptunghi!
Din acoperirea deschisd a lui K, datd de familia de dreptunghiuri

(D) e fie Ty

. . X
extragem o subacoperire finitd: (Dt/ ’x) — unde a <t <t <--- <ty <b.La
JELmy *

fel, D'/ N D'I+1** £ 0 pentru orice j.

Fie D} := Dl dreptunghiul cu centrul de simetrie in punctul (t;‘nx,x). Daca
hy > 0 este cea mai micd dintre indlfimile dreptunghiurilor DY *, atunci putem (e-
ventual) subtia toate aceste dreptunghiuri — péstrandu-le nedeplasate centrele de
simetrie; vezi Figura 3.2, punctul b): trecem de la dreptunghiul albastru la cel por-
tocaliu — astfel incat sd aiba, fiecare din ele, indltimea /. Noilor dreptunghiuri le
pastrdm notatia:

Ny )
Ky CB:= D
j=1

Aici, B, desemneazd o bandd orizontald, cu indltimea h, si ldfimea mai mare decat
b — a. In Figura 3.2, la punctul ¢) banda B, este colorati in portocaliu iar dreptun-
ghiul D} in albastru.

Fie t € [a,b]. Atunci, segmentul inchis vertical K" := {t} x [c,d] este submulti-
me compactd a dreptei d' := {t} x R din care face parte, K' C d' = R, respectiv a
planului euclidian R?.

Familia de dreptunghiuri (Dﬂf)xe[a’b] alcatuieste o acoperire deschisd a segmentu-

lui K”. Din ea extragem subacoperirea finiti (D), T35

P
KbQUDf, c<x1<x<--<xp,<d.
i=1
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Aici, D} N D' # 0 pentru orice i.
In fine,

KC | By, By,NBy, NK #0pentruoricei € 1,p,1 € [a,b].

Xi+1

Tt

1

1

Fiecare dreptunghi mic D'J* care intrd in compozifia acestor benzi se giseste in in-
teriorul (cel putin) unui disc B> din (sub)acoperirile finite ale segmentelor orizontale
K,;. Alegand cate un (singur) disc pentru fiecare dreptunghi, construim subacoperi-
rea finitd cautata.

Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 3.2. /) Orice multime G deschisa in topologia uzuald a Iui R, dacid i este
acestuia submultime proprie (adicd, G ¢ {0,R}), are frontiera nevidi:

Fr(G) := GNR\G ([16, pag. 535]), Fr(G)=GN(R\G), Fr(G)#0.

2) Fie A, B C R multimi deschise, nevide si disjuncte, cu AUB C R. Adaptim
notatia din demonstratia punctului /) si spunem ci V4, Vf sunt intervalele maximale
din A, respectiv din B ale punctelor acestor multimi, a € A, b € B. Atunci,

Vi=ViPaca, Vi=vi¥ beB.

3) Fie numerele reale o < 3 fixate. Atunci, intervalul (e, ) este o multime cone-
xd n raport cu topologia uzuald a lui R, adicd nu existd multimile A, B C R, nevide,
disjuncte si deschise (in topologia uzuald), cu proprietatea cd [16, pag. 537]

(a,B) =AUB. (3.1)

Solutia exercitiului 3.2. /) Admitem [20, pp.14—15] ca orice multime nevidd A C
R fie este nemdrginitd la dreapta (adici, existd sirul strict crescitor (a,),>1 C A cu

lirf an = +oo) fie are un majorant (adica, existd numarul real My cu a < My pentru
n——+oo

orice a € A).
Evident, daca existd un asemenea My, atunci —oo < supA < My.

Admitem, desigur, si versiunea “stdngd” a Afirmatiei: A, nevida, fie este nemdr-
ginitd la stanga (adica, sirul descreste strict si lim a,, = —o0) fie are un minorant
n—y—+oo

my, adicd a > my pentru orice a € A.

Si aici, existenta unui my implicd: my < infA < +oo.

Vom considera ca o multime nevidd A C R este mdrginitd dacd nu este nici ne-
mirginitd la dreapta si nici nemarginita la stinga: A C (infA,supA).

Fie g € G un numir fixat. Atunci, existd numdrul & > 0 astfel incét

Eg:=(g—¢&,8+&) CG.
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Notim cu .#, multimea tuturor intervalelor nevide, deschise (la capete) si mar-
ginite de numere reale care i sunt submultimi lui G i il contin pe g. Cum E, € .7,
avem %, # 0.

X Daci I € .7, atunci existd numerele oy, B; pentru care I = (og, fy) si oy < g < fr.
In particular, ag, = g — &, Be, = g + &.
Introducem multimile

ng{Oq’IEfg}, @gZ{ﬁI‘IEfg}.
Evident, ele sunt nevide si
Mgy, =mg, =g.

Introducem multimea V, := J . Atunci,
Ie g,

Vg € {(—00, +o0), (—oo,8Up Zy) , (inf .7, +o0) , (inf .7, sup @g)} )

Aici, intervalele cu “sup”, “inf” existd numai daci mirimile respective sunt finite'.
Deoarece (—oo,+o0) =R 5i V, C G # R, deducem cd V, este un inferval de numere
reale care poate lua una din formele:

(_oovﬁ)v ((X,+°°), (avﬁ)v

unde cantititile o si B depind de g. 11 numim intervalul maximal al lui g in G.
Are loc alternativa: fiind date g1 € G, sau Vg, = V,, sau? Ve, MVg, = 0.
Deoarece

G=UlgtcUvcoa

geG geG
deducem ci existd multimea nevidd 4 C G astfel incat

G=|J Vs Vg NV, =0 pentruorice g # g> din 4.

g€Y

Intervalul V, (unde g € ¢) fiind nevid, existd numérul rational® g, € V. Obser-
vam cd aplicatia

! Daci x < g se giseste in R\V,, atunci y € R\V, pentru orice y < x. in caz contrar, ar exista
Ie Y, cuyel, deunde x € (y,g) C I, adicd x € V,. La fel, daci ar exista x > g in R\V,, atunci
Vg N (x,400) = 0.

2 intr—adevér, dacd Vg, NVg, # 0, atunci vor exista intervalele I, € .%,, unde i = 1, 2, cu proprie-
tatea cd I, N1, # 0. De aici, J := I, Ul,, € %, N.¥,. Deducemcd |J I=J, respectiv ci
ICIIe 9y,

Vo, =Ve,= U L
Ied, Il

3 Daci (a, B) € 7, atunci w € (a,B)NQ, unde y:= [Is%a] +1
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Go38—q,€Q

este injectivd, deci multimea ¢ este cel mult numdrabilda [20, pag. 19] — adic4, fie
finitd fie (infinitd) numdrabild —.

Asadar, orice submultime deschisd proprie a lui R este reuniunea unei multimi
cel mult numdrabile de intervale deschise, nevide §i disjuncte doud cdte doud.

Fixdm gp € 4.

Cazul Vg, = (—oo, B). Afirmim ci B € R\G. Intr-adevir, in caz contrar, ar exista
81 €9, cu g1 # go, pentru care f € V,,. Acest fapt ne-ar conduce la o contradictie,
caci

EB C Ve, EﬁﬂVgO #0,

adicd Vg, NVy, # 0, de unde B € Vg =V, = Vg,

In sfarsit, cum (—oo, B] = (—eo, B) C G, avem B € G, deci B € Fr(G).

In cazul Vy, = (@, +0) avem & € Fr(G), iar in cazul Vg, = (a, B) avem {a, B} C
Fr(G).

2) Fie numérul a € A fixat.

Cazul V2 = (—oo, B). Si presupunem ci, prin reducere la absurd, exista interva-
lul deschis 7, cu VA C T C AUB. Cum AUB # R, dispunem (si) de un numir real y
astfel incét I = (—oo, ). De aici, cum 8 € Fr(A), deducem ¢ B € (AUB)\A, adicd
B € B. Atunci, VAN Vl’f £ (), ceea ce constituie o contradictie: AN B = 0.

In concluzie, VAYE = (—co, B), de unde
B € Fr(AUB). (3.2)

Cazurile VA = (at,+00) i VA = (a, B) se discutd in mod aseminitor.

3) Daci ar avea loc (3.1), atunci ar exista familiile (An),,c;, » (Bn),e, de inter-
vale deschise, nevide, disjuncte doud cte doud, unde multimile 4, Ip C N sunt cel
mult numarabile, astfel incat

A= U An, B= U B,, A, NB, =0 pentru orice indecsi m, n,

mely nelg
respectiv
VA=A, acA, VE=B,becB,
si— vezi (3.2) —
Fr(A,)UFr(B,) CFr((a,B))={c,B}, mely,nelp.

Cele doud familii ar contine cel putin cate un interval: A, := (G, Brg) $i Bn, 1=
(Y Ong)- In plus, cum orice doud numere reale se pot compara — adicd, R este to-
tal ordonatd —, am putea presupune cd A,,, s-ar situa “la stdnga” lui B,,. Altfel
spus,
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& < Oy < By < Yy < Oy < B-

Atunci, multimea { B, ¥, } ar avea cel putin un element, notat cu €. El s-ar gisi
atat in intervalul (cot, ) — multimea futuror numerelor reale dintre « si ! — ct si
1n multimea

Fr ((Ging: Png ) ) UFr (Yo 81 )) -

Adici, €, punct interior al intervalului (¢, 8), ar fi sau a sau f3.
Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 3.3. (/10, pag. 65]) Fie a, b, oc > 0 si ty, xo numere reale fixate, cu o < a.
Introducem dreptunghiul inchis

K =1l 4 % Ly p, unde I, := [u— v,u+v| pentru orice v > 0, u € R,

numit cutia problemei cu centrul in (ty,xo) si dimensiunile (2a) x (2b). Se dau func-
tiile x : Iy o — Iy, p, de clasd C I si f: K — R continui in raport* cu topologiile
uzuale, cea a planului R?, respectiv cea a dreptei R.

Atunci, aplicatia

Ly.a >t — f(t,x(2))
este continua (in raport cu topologia uzuald).
Solutia exercitiului 3.3. Aplicatia se descompune 1n functiile
f— (1x(0), (v) > f((,0)) = f(u,).

Fie (ug,vo) € K fixat. Continuitatea lui f, in raport cu ansamblul variabilelor
sale, se formuleazi in termeni de €-si-0: pentru orice € > 0 existd 8y = 8¢ (€,uo, vo)
astfel incat

|f(uo,vo) — f(u,v)| < & daci ||(uo,vo) — (u,v)||2 < &, (u,v) €K.

Conform Exercitiului 3.1, numirul &y poate fi ales independent de punctul (ug,vo)
— uniform continuitatea lui f —.
Fie X := sup |x/(&)]. Atunci, via teorema cresterilor finite, observim ci

Sl
|x(t1) —x(t2)| < X -|t1 — 12|, t12 €Ly a-

Deoarece

[[(t1,x(t1)) = (t2,x(12)) ]2 < |11 — 12| + [x(t1) = x(2)| < (L +X) - |11 — 12,

4 Avand spatiile topologice (X,.7), (Y,¥) si multimea nevidi A C X, functia f : A — Y este con-
tinud pe A daci pentru orice multime V € & existd multimea U € .7 astfel ca f~1(V) = ANU.
Aici, familia 73 = {ANU|U € 7} constituie topologia relativd a (topologiei) spatiului X pe A.
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deducem cd
[f(t1,x(11) = f(r2,x(r2))| < €

pentru orice t1 2 € [fop — O, f) + ¢&] cu

or(¢)
nH—nhl<-—-:.
It — o 11X
Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 3.4. (Aproximatiile succesive Picard [1, pag. 248].) Fie K cutia proble-
mei de centru (fy,x) € R? si de dimensiuni (2a) x (2b) si functia continud f: K — R
pentru care existd numerele M, L > 0 astfel Incat

If(t,x)| <M, (t,x) €K, (3.3)
si
[f(t,x1) = f(t,x2) S L-[x1 =x2f,  (t,x12) €K. (3.4)

Introducem sirul de functii continue (u),,~q, Cu t, : Iy, o — Iy, p, prin intermediul
relatiei de recurentd:

up(t) = x9, Up1(t) =x0+ lf(s,un(s))ds, t€fto—a,ip+al. (3.5
fo

Aici,

a:= min{a,%}. 3.6)

Atunci, sirul este bine-definit, adica: u,(I;),o) Iy, p implicd u,1(Iyy,a) € Iy, » pen-
tru orice numar .

Solutia exercitiului 3.4. Cazul t € [ty, 1) + a]. Au loc inegalititile

@) =0l = [ 1f(s.um(s))lds < [ Mds
:MO-(t—to)gMoc 0
<b.

Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O
Exercitiul 3.5. In contextul exercitiului anterior,

M (L-|t—1o])"™!

|tn1(2) — un(t)] < AN ES T

te I[O’a7 n Z 0
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Este convergent sirul (u,),,- al aproximatiilor Picard?

Solutia exercitiului 3.5. Cazul t € [ty, 1y + ]. Stim deja cd
[y () —uo(t)] <M - (t—1p).
Apoi,
1
a(t) = (0)] < [ 1501 (5)) = f(s,0(s)) s
0

4 t
SL-/ |M1(S)—M0(S)|dSSLM-/ (s —10)ds
J1o fo

(t —19)*
=IM- .
2

Pentru a conclude, intrebuintdm inductia matematica.
Afirmdm ci seria (telescopicd) de functii [21, pag. 66]

Z s i = upg —up,

n>0

este absolut i uniform convergentd pe I, q. Intr-adevir,

M (OC ~L)"+1
|fn(t)|§al‘l7 ay ::Z-W7 tEItO’a,nZO.
Seria numericd Y a, fiind convergentd — cu suma % . (eo‘L — 1) —, concluzia

n>0
rezultd din M-testul lui Weierstrass [20, pag. 137].

Suma seriei uy + Zo Jfn este, in consecingd, o functie u : ly,o — Iy, , continud:
n>

u= lim u,. 3.7

n—y—+oo
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O
Exercitiul 3.6. in contextul Exercitiului 3.4,

A-M
|tnsp(t) —un(t)] < ——e- 2"t el q,

pentru orice n > [aL]+ 1, p > 1. Aici, [x| desemneazi partea intreagd a unui numér

real, A= ([L] + 1) g4 = e

Solutia exercitiului 3.6. Cazul t € [ty, 1) + a]. Realizim urmitoarele estimari:

IN

|ttt p(t) =t p1 ()] -+ [ty 1 (1) — un (1)

M (OCL)"+P (aL)nerfl ((XL)"+1
T\ Tl T )

|ttt p(t) = un(1)]

IN
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M (aL)"t! alL (aL)?
SZ'(HU'[”,@H n+2)(n13) ]
M (aL)"! al  (al)?
< f'i(n—l—l)' . {1+T—|— 2 —|—]
n+1
- % (((:ldji-)l;' e nz0p 1
Apoi,
(OCL)”+1 - (OCL)'HI 1
n+1)!  ([aL])! (ar]+1)([aL]+2)...(n+1)
((XL)”H . 1
= (aL])!  ([ar)+ 1)l
wrr (o] + D)
= oy
B [a]. al n+1
= (o] + 1) ([aL]+1>

pentru orice n > [aL] 4 1.
Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 3.7. Fie u : I;) o — Iy, limita aproximafiilor succesive Picard, datd de
relatia (3.7). Atunci, cu notatiile de la exercitiul precedent,

< aAMe®L QT (3.8)

. t:f(s,u,,(s))ds - /I:f(s,u(s))ds

pentru orice t € I o sin > [aL] + 1.

Solutia exercitiului 3.7. Cazul t € [ty,t9+ a]. Conform Exercitiului 3.6, prin trece-
re la limitd dupd p, p — +oo, avem

AM
() = n(6)] < =AMt € dy o (3.9)

De asemeni, via (3.4),

<L- t |un(s) —u(s)|ds

fo

< AMe*L AT (1 —10), n>[al]+1.

tolf(s,un(s))ds— tolf(s,u(s))ds

Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 3.8. Limita u : I; o — Iy, » a aproximatiilor succesive Picard este singura
solutie admisd de ecuatia integrald
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't

x(t) =xo+ / f(s,x(s))ds, t€lLya, (3.10)
JIy

in cutia problemei K.

Solutia exercitiului 3.8. Estimarile (3.9), (3.8) ne permit trecerea la limitd dupa n,
n — 4o, in relatia de recurentd (3.5). Solutia u, din (3.7), are o existenta locald,
fiind garantatd doar pe intervalul mic [ty — o, 9 + @], cu & din (3.6).

Fie y =y(t), cut € I o, altd solutie a ecuatiei (3.10). Reludnd retionamentul de
la Exercitiul 3.5, deducem cd

ly(t) —uo(t)| < M- |t —to]
si

|y(t)_”k+1(t)|§l" , k=0,

Kw@—mwws

peste tot in [fp — o, 7o + ¢]. De unde [12, pag. 93],

M (L]t —go)"""

pentru orice n > 0.

Trecand la limitd dupd n, n — +oo, ajungem la
[y(t) —u(t)| <0, te€lq.

Cazult € [ty,to+ @]. Sa observdm ci, fiind date solutiile prezumtive u,y : Iy o —
I, » ale ecuatiei (3.10), functia v : I;; ¢ — [0,4o0), cu formula

v(t) = [y(t) —u()],
satisface inegalitatea integrald

1
v(t) < [ L-v(s)ds, t>1.
fo

Pentru a stabili cd functia v este identic nuld, fard a apela la tehnica iterativa descri-
sd anterior, putem utiliza fie estimarea (2.9) [10, pag. 53] — inegalitatea este de tip

Gronwall-Bellman — fie tehnica de la (1.7) [21, pag. 71].
Solutia exercitiului s-a incheiat. O

Exerecitiul 3.9. Fie numirul 7o > 0 fixat. in Figura 3.3 este construitd multimea des-
chisd . Ea este mirginiti la stinga de segmentul vertical AB := {f} x [0,1], la
dreapta de parabola AC := {(t,x) |x = (t —10)*, 1 € [to,fo+ 1]} si deasupra de seg-
mentul orizontal BC := [to,#) + 1] x {1}. Fie functia f : ¥ — R cu formula

f@@zf%,amey
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Atunci, problema cu date ori valori (impuse) pe frontierd

{ X = f(t,x), t>1,

x(0) = 0, (3.11)

admite o infinitate nenumdrabild de solutii.

Solutia exercitiului 3.9. Aici, Fr(¥) = ABUBC UAC. Deoarece punctul A (al da-
telor impuse) nu este punct (interior) al lui ¥, problema (3.11) nu este (o) problema
Cauchy.

O] At, t

Fig. 3.3 Fiecare segment (desenat) din domeniul ¥ reprezinti graficul unei solutii. In portocaliu
este graficul solutiei datd de corespondenta f — ¢ — 1y, unde ¢ € [tg, o + 1).

Remarcédm ca (semi)tangenta in punctul A la parabola AC este orizontald (axa de
coordonate Ot). Semidreptele planului, care incep din punctul A si au pante pozitive,
acopera suprafata .

Ciutdm functii continue x : [to,to + €) — [0, 1], de clasi C' pe intervalul (t,to +
€), care si-i fie solutii problemei. Aici, € = (x) € (0,1].

Pentru orice punct (#,x,) € ¥ — figurat cu albastru — putem construi o cutie
K C ¥ micd avand centrul in punctul respectiv:

K =[tx —a,t,+a] X [x.— b,x, +b],

unde
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o <t <to++/%x <tog+1

si
0<a<min{t,—to,l — (t,—10)} < %, 0<b<min{x,,1—x}< %,
te+a < to+\/x. —b.
Ultima cerintd poate fi restrnsi la
Lo+ a+ Vb <1g+ /.

Deoarece ecuatia este liniard si omogend, ne gasim 1n contextul Exercitiilor 1.10,
3.8. Astfel, expresia aceleia din solutiile sale al ciirei grafic trece prin punctul (¢,,x,)
este

fo+ &, Co>1,
x(t) =Cx-(t—10),t € [f0,00), loo:= Cp:= :
t0+C*7 C*Sl, be—1to

Xx

Formula solutiei x, a cdrei existen{d era garantatd doar pe micul interval I;_¢, a
putut fi prelungitd pe intervalul maximal [ty,t..). Graficul solutiei este un segment
semideschis care Incepe in punctul A si este inclus intr-o semidreapta cu panta C,.

Solutia exercitiului s-a incheiat. O

Exercitiul 3.10. in Figura 3.4 este construitd multimea deschisd ¥. Ea este mirgi-
nitd la stinga de parabola AB := {(,x)|x =1+t € [-1,0]}, la dreapta de pa-
rabola AC := {(t,x)|x=1++2t,t € [0,1]} si deasupra de segmentul orizontal
BC := [—1,1] x {2}. Fie functia f : ¥ — R cu formula

fltx) =2, (1.x) € .
Atunci, problema cu date pe frontierd

X' =f(t,x), t>0,
{ KO =1, (3.12)

nu admite nicio solutie.

Solutia exercitiului 3.10. Solutiile (prezumtive ale) acestei probleme sunt functii
continue x : [0,€) — [1,2], de clasd C! pe intervalul (0, ¢). Aici, € = €(x) € (0,3].

La fel ca la exercitiul anterior, pentru orice punct (¢,,x,) € ¥ — figurat cu albas-
tru — putem construi o cutie K C ¥ avand centrul in punctul respectiv:

K =[tx —a,t,+a] X [x,— b,x, +b],

unde
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(x. — 1)
—1I<—Vx—-1<< —
si

)

N —

1 3
O<a<min{1+t*,§—t*}§z, 0<b<min{x,—1,2—x,}<

Xx—1—->b> max{\/Zmax{t*+a,O},(|t*| —i—a)z}.

Nl
)_l .
~

1 O

Fig. 3.4 Graficele solutiilor ecuatiei x' = x2, atunci cand infersecteazd axa verticald Ox, o pot face
doar deasupra punctului A.

Ne gisim 1n contextul Exercitiului 3.8. Réasturnand ecuatia, obtinem formula sin-
gurei sale solutii al ciirei grafic trece prin punctul (.,x,):

1 1
x(t):ﬁ7t61l*,aa C* ::l‘ + 1
* %

Afirmdm cd, dacd graficul acestei solutii, presupusd a fi definitd pe intervalul
maximal de existentd (o, ), intersecteazd axa Ox, atunci punctul de intersectie se
gdseste deasupra lui A — punctul datelor impuse —.

Punctul de intersectie este (O, ci*) Daci t, < 0, atunci
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1
1 <1412 <x.=x(t,) <x(0)= ok
deoarece x este strict crescitoare pe (o, f3).
Daci t, = 0, atunci C, = x, > 1 pentru cd ¥ NOx = {0} x (1,
Séd presupunem cd ¢, > 0. Introducem functia auxiliard F : [
baza formulei

2).
,3] = [0,40) pe

— L >0
1+\/2—ua Z Y

si stabilim ci ea este convexd — “tine apa” [13, pag. 225] —sica F(0) =F (%) = 1.
De unde,

F(u)=u+

1
F(u) <1 pentruorice u € <O, E) .

Sunt valabile estimarile
1
Ci=ti+—<F(t) <l
X

Afirmatia a fost, asadar, probatd.
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O



Capitolul 4

Ecuatii diferentiale cu variabile separabile, de
ordinul intai

Fie 1) < 11, x9 < x; numere reale fixate gi functiile a: (zp,#;) = R, g: (x0,x;) > R
continue. Ne intereseazd problema Cauchy

{ ¥ = a(t)-g(x), wn

x(l‘z) =X,

unde (l‘z,xZ) ey .= (l‘(),l‘l) X ()C(),xl).
Factorizarea membrului drept al ecuatiei diferentiale din problema,

X =ftx), f:¥Y—R, 4.2)
adicd exprimarea sa drept

f(tvx) = a(t) -g(x), (4.3)

ne permite si “preparim” separat, in continuare, mirimile functionale G = G(x) si
A = A(r) cu care vom construi infegrala generald a ecuatiei.

Exercitiul 4.1. Fie numirul € € (0,min{x; — xp,x; —x2}) astfel incét
g(u) #0 pentruorice u € I, ¢. 4.4

Atunci, functia G : Iy, ¢ — R, cu formula

_ [ dé
G(u)—/x2 (&)’ u€l,e, 4.5)

este injectivd iar 0 1i este punct interior multimii G (I, ¢ ).

Solutia exercitiului 4.1. Cum g este continud, ea are proprietatea valorii interme-

diare. Astfel, g va avea semn constant nenul in I, ¢, ceea ce face posibild definirea
P . ! _ 1 . ! .

functiei G. Apoi, G'(u) = 2@ # 0, unde u € Iy, ¢, deci G’ are acelasi semn (ne-

nul) ca si g. De aici, G va fi monotond pe mica vecinatate a datei impuse x;. Ori,

monotonia (strictd a) unei functii 1i implicd injectivitatea.

45
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Presupunem cd G este (strict) crescdtoare. Atunci,

G(x—¢€)= min G(u), G(xr+¢€)= max G(u), G(ly,e)CJ,

uelxz,g Melxz,e
unde J := [G(x2 — €),G(x2 + €)]. Evident,
G(XZ — 8) < G(XQ) =0, G(X2 + 8) > 0.

Cum si G are proprietatea valorii intermediare, G (beg) =J [13, pag. 103].
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 4.2. In contextul exercitiului anterior, fie numirul § € (0, min{r, — 1,
t1 — 1 }) cu proprietatea ci

Alt)el, tel,s,

unde functia A : [,, 5 — R este datd de formula

t
A(t) :/ a(s)ds, tel, ;. (4.6)
5]
Atunci, aplicatia
t— Gil(A(l‘))a tE€[r—38,0+ 0],
1i este solutie problemei (4.1).

Solutia exercitiului 4.2. Functia A, definitd pe o micd vecinitate a datei impuse ,
fiind continud, multimea A (1,2’5) este (un) interval [16, pag. 229] de numere reale:

A(l,s) =[o.Bl, 0=A(n) € [a,p].
Cum 0 ii este punct interior intervalului J, alegind (un) & suficient de mic, conclu-

dem ci [or, B] C J, adicd funcfia A este bine-definitd.
Introducem functia x : I, 5 — I, ¢ prin intermediul expresiei

x(t) = G! (A(t)) pentruoricet € [ty — 8,1, + 6]. 4.7

Au loc relatiile

|
—
C}\
—
N
~
—
Q
~
=
—
-~
-
N
N
IS
—~
-~
-

G'(x(1))
= g(x(t))-a(t), 1€l,s.

Solutia exercitiului s-a incheiat. O
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Exercitiul 4.3. Aratati cd restrictia (4.4) este suficientd pentru chestiunea unicitdtii:
problema (4.1) posedd o (singurd) solutie in micul interval I,, 5.

Solutia exercitiului 4.3. Fie y : I;, n — Iy, ¢ 0 prezumtivd solufie a problemei (4.1).
Aici,0<n < 8sin=n(y).
Cum g(y(r)) # O peste tot in I;, , sunt valabile egalititile

() t V(s
o) = G = G = /y<yzz> gfég) N /fz g?y((s)))ds

= [ a(s)ds=A(t)

JIty

= G(x(1)),

unde functia x a fost definita n (4.7).
Functia G fiind injectivd, ajungem la y = x.
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 4.4. Si presupunem cd 0 ¢ g ((xo,x1)). Fie punctul (,x;) € W fixat. In-
troducem functiile G : (xp,x;) = R, A : (fo,t1) — R pe baza formulelor (4.5), (4.6).
Atunci, ecuatia diferentiald (4.2) admite integrala generald

m(t,x,C) = G(x) —A(t)+C=0, CeKCR.

Solutia exercitiului 4.4. Fie y : I,, 5 — L, ¢ 0 solutie a ecuatiei (4.2), unde numerele
reale §,€ > 0 i 13, x3, cu x3 := y(3), au fost fixate astfel incat

s X Lye CY.

Avem relatiile

(1) t
GOy(1) — Alr) = / %— / a(s)ds

- 5 L [ [

X3 d 13
:/ _u_/ a(v)dv, tel,s.
X,

2 g(u) 5]
Am gésit constanta de integrare C, corespunzdtoare integralei particulare a e-

cuatiei pe care o procurd solutia y:

C. = _/,: %—l— :a(v)dvEK,
K :={v—ulue G((xp,x1)),vEA((to,t1))}.

Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O
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Exercitiul 4.5. ([ 14, pag. 271]) Rezolvati ecuatia

dx_ 1+x2
dt 1412

Solutia exercitiului 4.5. Optim pentru ¥ := (—1,1) x (—1,1) si £, xp := 0. Sunt
verificate ipotezele Exercitiului 4.4. Atunci,

x x g
G(x) = / 552 = arctanx, A(t) = / 5 = arctant,

Jo 1+ 0o 1+s2

de unde

m(t,x,C) = arctanx — arctant+C =0, C€K := (—g, g) . (4.8)
Aceasta pentru cd arctan ((—1,1)) = (=%, §).
Aplicand functia “tan” Tn ambii membri ai egalitatii (4.8), ajungem la (D :=
—tanC)
D+t

= DeR. 4.9
“1po UF )

Ne punem intrebarea: de unde stim cd nu s-au “pierdut” solutii la constructia
din (4.9)? Utilizarea lui “tan” a impus o restrangere a multimii K a valorilor lui C,
situatie care, in principiu, trebuie analizati. in cazul de fatd, formula (4.9) oferi so-
lutii definite pe R\ { % }, cand D # 0. Lui D = 0 1i corespunde functia identitate a
lui R. Cum ecuatia satisface chestiunea unicitdtii, concludem cd nu mai exista alte
(formule de) solutii.

Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 4.6. /) Fie functiile f1 : R — R date prin expresiile din acolade

e (1 0 ) -1 , O’
ﬁ(u)—{?,,s‘“(")’ o §1<[21,pag.138])fz(u)—{g7 R

Rezolvati problemele Cauchy

e
{ £(0) =0, iel,2.

2) ([21, pag. 139]) Aratati cd problema initiald

X =yx, t>0,
{x(O)—O

admite, in afard de solutia identic nuld, (si) familia uniparametricd de solutii
(x7)7~( date prin expresiile din acoladi
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" {0, 1€[0,T), uorice T > 0
xr(t) =19 (_rp pentru orice T > 0.
5, 1>T,

Solutia exercitiului 4.6. /) Cazul lui f;. Observdm ca
\fi@)| < lul, uweR.

Dacd x : Iy — R, unde € = £(x) > 0, este o prezumtivd solutie a problemet,
atunci,

x(t)| =

(0) + /0 " F(x(s))ds

<O+ [ iato) s

, I 61078.

< M x(5) ds

Pe baza inegalititii Gronwall-Bellman, stabilim ca
Ix(t)] <0, relg.

Solutia problemei este, asadar, functia identic nuld.
Afirmam ca functia f| nu este lipschitziand 1n jurul punctului 0, adica nu existd
numere L > 0, 7 € (0,1) cu proprietatea cd

[fi(w)— fi(v)] <L-lu—v| pentruoriceu,v € (—7,7).

Pentru a proba acest fapt, s fixdim numarul 6 € (0, %) si numdrul natural n > 1.
Atunci,

2nm-cos@ —sin® > cosO —sin6 > 0.

Fie u,v € [ﬁ, 5], cu u # v. Via teorema de medie (Lagrange), existd & €

[min{u, v}, max{u,v}] astfel incat

Filw) = Fiv) = () (u—v), f{<é>=smé—gcosé.

Cum

1 1
cos— € [cosB,1], sin< € [0,sin6],

4 S

deducem ca
0> sin® —2nm-cosO > fi(£) > — (2nw+0),
respectiv

[fi(u)— fi(v)] > (2nmw-cos@ —sinB) - [u —v|.
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Ultima estimare ne permite, intrebuintdnd metoda reducerii la absurd si exploa-
tand faptul cd lim (2n7-cos® —sin@) = +cosi lim ZL =0, sd incheiem justi-
n—-oo n—stoo N7

ficarea Afirmatiei.
2) Aici, ¥ := (0,+e0) x R, deci problema initiald

x/=f(l,)€), . — \/)_C’ x=0,
{x(O):O, f'T%R’f(”x)_{o, x<0,

este o problemi cu date (impuse) pe frontierd: (0,0) € Fr(¥). Ne intereseazd, ca
solutii, functiile x : [0, ®) — [0,4c0), unde ® = @(x) > 0, continue pe [0, ) si de
clasd C' pe (0, ). Folosind expresia membrului drept al ecuatiei si continuitatea
lui x In punctul 0, deducem ca orice asemenea solutie admite derivatd laterald nuld
in punctul 0. Asadar, x va fi de clasi C' pe intervalul [0, ®):

X =vx, t>0.

Ciutim o solutie x care si ia valori (strict) pozitive In trecutul apropiat [t — &€,1].
Daca ea ar exista, atunci

O CX) 0 g
T el L. ) /x(,gh/z &

respectiv

x(t):%-[4~x(t—8)—|—8]2.

Aproximandu-1pe x(f — €) cu 0, gésim formula solutiilor x7.
Aceastd formuld “transpare” si din inegalitatea lui Ouyang. Mai precis, dacd dis-
punem de o solutie x : [0,2,] — [0, +o0), unde #, > 0 este fixat, atunci

x(t) =x(T)+./T't Vx(s)ds, tel[T,t],0<T <1,

ceea ce se reorganizeazd drept

2 2
/2l L s

si ne conduce la estimarea aprioricd
"1 t—=T
Jx0) < \/x(T)—l-/ Sds=""—, re(Tu]
T

Solutia identic nuld a problemei initiale nu este (o) solutie particulard a ecuatiei
diferentiale din problemi. Aceasta pentru ci prin fiecare punct (7,0), unde T > 0, al
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graficului sdu (semiaxa orizontald pozitivd Ot impreund cu originea O a reperului)
trece si graficul solutiei xr. Ea 1i este solutie singulard [21, pag. 135] ecuatiei.

1) Cazul lui f>. Aplicdm tehnica de la punctul 2). Astfel, dacd prezumtiva solutie
x ia valori (strict) pozitive pe intervalul [f — €, 7], atunci

x(1) = [x(t — €)@

Aici, “exp” desemneaza aplicatia u — e".
Subcazul t > 0. Ajungem la egalitatea

x(t) = [(T)®PT) + > T, pentruorice x(T) >0,T > 0.

Variindu-1pe T, T\, 0, pentru ¢ ﬁxatl, concludem ci x(r) = 0.
Subcazul t < 0. Este valabild egalitatea

x(1) = [x(T)]***"T) + €[T,0), pentru orice x(T) >0, T < 0.
Atunci, tinind (iardsi) seama de continuitatea lui x in punctul 0, deducem ci

0= x(0) = limx(r) = [x(T)]*PT) > 0.

In concluzie, solutia problemei este functia identic nuld.
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 4.7. Fie functia # : R — (0,4-c0) continui. Si considerim ecuatia dife-
rentiala
, 2x

X :—T—I—h(tzx), t>1.

1) Stabiliti cd existd solutii de forma
C)

x(r) = —3~ Pentru oricet > 1,

unde functia C este de clasi C'.
2) Aritati ca toate solutiile sunt de aceastd forma.
3) Demonstrati cd ecuatia algebricd de gradul al treilea

w4 3u+a=0,

cu a € R fixat, admite o (singurd) solutie reald, si anume

1 2
u=vVU—- ==, Ui=——.
VU a++va*+4

! Intrebuingim criteriul clestelui [13, pag. 84] privitor la limite de functii si tinem seama de dubla
inegalitate 0 < x(t) < x(T), unde ¢ > T, valabild pentru x(7') € (0, 1), si de continuitatea lui x in
punctul 0.
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4) Integrati” problema initiald

{x’:—%-i— 1 t>1

R
x(1)=0.

Solutia exercitiului 4.7. /) Fie x: [1,1+ 6] — R, unde 6 = §(x) > 0, o prezumtivi
solutie a ecuatiei. Atunci,

% [2-x(t)] =1*-h(*-x(t)), te[l,1+8].

Aceastd reorganizare a ecuatiei din enunt ne conduce la ecuatia diferentiala

1
' =12-h(C), te (§,1+C>,cuc>0ﬁxat.

Observdm cd & se supune restrictiei (4.4) peste tot.

Ne gisim 1n ipotezele Exercitiului 4.2: putem, asadar, construi asemenea functii
C.

2) Marimile C se extrag din ecuatia functionald:

/C(f) dé -1
cay h(€) 37

adicd, in contextul Exercitiului 4.4, din integrala

te[1,1+8],8 =8(C(1)) >0, (4.10)

m(t,C(1),0)=0, t€[l,1+8].

4) Aici, h(u) = 77— pentru orice u € R si C(1) = 0. Ecuaia functionald (4.10)
devine

COP+3-ct)=r—1, 1>1.

Integrala solutiei — ecuatia diferentiald satisface chestiunea unicitdtii — este
O +3%x—r>+1=0, >1.

Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 4.8. ([21, pag. 125]) Integrati ecuatia
2-x\?
X —1= ( ) .
X

2 Adici, rezolvayi ecuatia diferentiald a problemei si obtineti integrala generali a ei. In plus, cal-
culul unei primitive, deci realizarea de prelucrari ale unei integrale nedefinite, este numit in cartile
clasice de ecuatii diferentiale (a face o) cvadraturd sau cuadraturd. Conform [21, pp. 8, 22, 173].
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Solutia exercitiului 4.8. Fiind de clasi C!, o solutie x = x(¢) oarecare a ecuatiei
va avea semn constant nenul peste tot. In plus, cum x’ (t) > 1 pentru orice ¢, solu-
tia x : I — x(I) este bijectivd. Aici, I si J := x(I) sunt intervale deschise din R iar
x V. J—= 1, adicit = t(x), este si ea de clasd C!, conform teoremei de inversiune
locala.

Putem, asadar, rdsturna ecuatia:

de_(di\T_1 () dr Y
dx dx) = 2 dx ’

1 p—
244

respectiv

()~ + 0.

Am ajuns la o ecuatie de ordinul Intéi (ca ecuatie diferentiald) si de gradul al doilea
(ca ecuatie algebricd) [21, pag. 115].

Rezolvand-o ca ecuatie algebricd, obtinem doud ecuatii diferentiale independente
[21, pag. 120]:

1 X 1 X
== (1-——— i == 1—|—7>.
2 ( x2+4) ; 2 ( x> +4

Aceasta pentru ci functia t’ are proprietatea valorii intermediare (Darboux), deci nu
va putea fi egald cu “solutia cu minus” (in fata radicalului) pe o submultime nevida
A alui I si (totodatd) egald cu “solutia cu plus” pe complementara nevidd /\A a ei.
Mai precis, ¢’ nu poate lua valori mai mari ca % pe A si valori mai mici ca % pe R\A
fard a lua (si) valoarea %, ceea ce ar presupune anularea lui x (intr-un punct 7).

Integralele generale ale celor doud ecuatii,
2 =x— \/x2—+4+C1 si 2t=x+ \/x2—+4+C2, CiseR,
pot fi “imbinate” In formula
2U—C—x=+V2+4, CER,

dacd avem in vedere regula: fie semnul + peste tot fie semnul — peste tot.
Mai departe, prin ridicare la patrat,

P
2 2ut-C
:H—D—L D::—g te R\{-D},DeR.
t+D7 25 9

Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 4.9. In Figura 4.1 este construitd multimea deschisi ¥. Ea este mérginiti
de semidreptele OB si OC, asezate simetric fatd de prima bisectoare OF a reperului
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Otx. Fie functia f : ¥ — R cu formula

flt,x)=— , (t,x)eV.

X
t

9) a £

Fig. 4.1 Fiecare arc de curba (colorat in albastru) din domeniul ¥ reprezintd graficul unei solutii.
Si prin punctul V trece graficul unei asemenea solutii, insa fard a putea “iesi” din arcul subintins de
segmentul cu capetele (a,0) si (0, a) al parabolei portocalii de ecuatie (f —a)* 4 (x—a)? — 2tx = a®.
Ecuatia arcului este /7 ++/x = \/a. Pentru a se afla pe parabold, fie deasupra ui (0, a) fie la dreap-

talui (a,0), puncte din graficul siu, soluia x = x(r) ar trebui s fie strict cresciitoare! Aici, V (,$)

este vdrful parabolei, F (% %) focarul €i iar dreapta OF prima bisectoare. Reperul cartezian Or'x’,

figurat in gri, este rotit cu 45° in sens invers trigonometric fatd de reperul Otx.

1) ([13, pp. 187, 481]) Fie numdrul a > O fixat. Ardtati cd multimea punctelor
(t,x), din cadranul I al reperului Otx, ale ciror coordonate verifici relatia

Vit yx=+/a (4.11)

se gisesc pe parabola de varf V (4,4) si de focar F (4,%) care este tangenti in
punctul (a,0) la axa Ot si in punctul (0,a) la axa Ox.
2) Rezolvati ecuatia

X = f(t,x).
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Solutia exercitiului 4.9. /) Rotim reperul Orx cu 45° in sens invers trigonometric
(sensul “acelor de ceasornic™) si obtinem reperul Ot'x’. Legétura biunivocd dintre
ele este dati de relatiile dintre coordonatele corespunzitoare>:

=2 (1—x), r=Y2. (¢ +2),
x x= %-(—t/—i—x/).

Ecuatia (4.11) se rescrie ca

VI X V=X =\/aV?2,

de unde

() =av2- (;/—J‘%). (4.12)

Translatdm reperul Ot'x’ in lungul primei bisectoare — ¢’ = 0 — a reperului Otx
si construim reperul O”t"x”. Legétura dintre coordonatele corespunzitoare are for-

ma:
t”:tl
! __ a
{ N
Aici, 0" =V.

Am ajuns la ecuatia canonicd a parabolei:

(t”)2 =2p-X', p:=

Sy

Focarul F are coordonatele 0 si £ in reperul O”r"x" [13, pag. 17].
In reperul Oy, axele reperului Orx au ecuatiile:

Ot: —t'+x¥' =0, Ox:¢'+x=0.

Astfel, via (4.12), parabola si axa Ot au in comun punctul dublu (% , %) — adici,

[}

doud puncte suprapuse —:
n2 / a? n2 / a?
Oz(t) —a 2-x—|——=(l) —a\/i-t—i—?
a\? a
= t/—— s _x/:l’/:—’
(- 35) 7

iar parabola gi axa Ox punctul dublu (— %, %) :

\S]

3 Aici, accentele nu desemneazi derivate!
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0=()-a 2-x’+%2 = (t’)2+az\/§-t’+a—22
/ a 2 ’ / a
= <t +ﬁ> , —Xx =t :—%.
Exprimatd in reperul Otx, ecuatia (4.12) se prezinta drept:
(t—a)®+ (x—a)? —2tx=d>.
in sfarsit, fiind date parabolele &,,, unde i € 1,2 sia; # as, aip >0,
Py (t—a))* + (x—a)* = 2tx = a2,

forma ecuatiei (4.11) face ca arcele .7, subintinse de segmentele de extremitati
(a;,0) si (0,qa;), si fie disjuncte. In caz contrar,

Vai = i+ = /ay,  unde (t,,x,) € Hoy N Ay,

Asadar, arcele albastre din domeniul ¥ sunt disjuncte doud cdte doud!
2) Fixdm numdirul o € (0, 1) pentru care ecuatiile semidreptelor OB si OC si se
scrie drept

1
OB:x:a~t,t>0, OC:x=a-t,t>0.

Fie punctul (¢p,xo) € ¥ oarecare — colorat in albastru in Figura 4.1 — si nume-
rele a, b cu

. X0 — Oy . o — Ox
O<a<m1n{t0—ocx0, Oa 0}, O<b<m1n{x0—at0,0 p 0}.

Atunci, cutia K a problemei, de centru (#p,xo) si de dimensiuni (2a) x (2b), este
inclusd in .
Introducem functiile G : I, , -+ R §i A : Iy » — R, cu formulele

G(x)—/x:f/—%— X — /X0, A(t):_/tol%:\/t—_\/;

pentru orice x, t.
Solutia (unicd a) problemei Cauchy

{ X = f(t,x),

x(l‘o) = X0

are formula — integrala particulard —

Vit VE=va, a=(vVio+ ) .
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O remarca privind aparitia unei solutii singulare. Fie numarul @ > 0 fixat. Sa
considerdm problema finald

X =h(t,x),h: Q2 —R, Q= (0,0) x R, h(t,x) = \/7,x>0
x(w) =0, 0, x<0.

Drept solutii ale acestei probleme cu date (impuse) pe frontierd — (®,0) € Fr(Q)

— considerim functiile continue x : (0, ®] — [0,-+o0), de clasd C' pe (0, ®).
Atunci, prin fiecare punct (7,0), unde 0 < T < , al axei Ot trece, in afard de

graficul solutiei identic nule, i graficul solutiei x7 : (0, @] — [0,+c0) cu formula

()= {(f Vi)' 1€ 0.1),

te[Ta)

Solutia identic nula 1i este, asadar, solutie singulard ecuatiei din problema finald.
Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 4.10. Rezolvati problema

{ X =x—x2%
_1
x(0) = 5.
Solutia exercitiului 4.10. Observdm cd ecuatia satisface chestiunea unicitdtii si ad-
mite solutiile constante

xlEO, XZEI.

Astfel, cum graficul solutiei cdutate nu o poate intersecta pe niciuna din dreptele
orizontale care le sunt grafice acestor solutii constante, deducem ca

0<x(t) <1 pentru orice .

Introducem functiile de la Exercitiul 4.4, G: (0,1) > RsiA:(—1,1) - R, unde

x)_/;mdifé)_h«é), A(t):/otds:t.

Ajungem la

- 1
T l4e

formuli valabild pentru orice 7 € R. in plus, cele doui drepte mentionate anterior ii
sunt asimptote orizontale, la —oo, respectiv la +oo, graficului acestei solutii.
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O






Capitolul 5

Ecuatii exprimate cu diferentiale, de ordinul

ntai

In planul euclidian R?, lucrim raportat la reperul cartezian Oxy si folosim topo-

logia uzuali, cea bazati pe interioare de discuri (bile B?).

Exercitiul 5.1. ([16, pag. 445]) Fie numerele reale € > 0 si xq fixate. Sa consideram
functia netedd f : Iy, e — R — adicd, fiind cel pufin de clasd C3: cu (functia-)deri-

vatd f”” continud pe [xo — €,x0 + €] —. Atunci, sunt valabile identititile:

J(x) = f(x0) + £ (x0) - (x x0)
+/ x—u)- f(u)du, x€lye,

si

(x—x0)?
2

flx) = f(XO)+f/(xo) - (x—x0) + f"(x0) -
+/ x—u) f(w)du, x€lLyge.

Solutia exercitiului 5.1. Folosim integrarea prin parti:

[

L= 10 B (g 0
+'/;:f”(u) (x—
= —f"(x0) +/ f"(u)
[ 1) G = ) (ex0)+ [ (g

Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

’

5.1

(5.2)

59
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Exercitiul 5.2. In contextul exercitiului precedent si al Figurii 5.1, si presupunem
cd

3 s |70 < | )l (53)

1) Daci f'(xp) =0, f”(x0) > 0, atunci punctul A se giiseste dedesubtul punctului
M(x, f(x)) pentru orice x # xg.

2) Dacd f'(x0) =0, f”(x0) < 0, atunci punctul B se giseste deasupra punctului
M(x, f(x)) pentru orice x # xg.

3) Dacd Tnlocuim restrictia (5.3) cu cerinta ca

f"(x) <0pe [xo—¢€,x0), f"(x)>0pe (xo,x0+ €],

atunci punctul C este deasupra lui M(x, f(x)) pe [xo — €,x0) si dedesubtul siu pe
(x0,X0 + 8] .

N
’ o

X

Fig. 5.1 Linia punctata care trece prin M ii este tangentd in acest punct curbei figurate cu lini-
e continud. Punctele A, B, C se gdsesc pe respectiva tangenta iar segmentele MA, MB, MC sunt
mereu verticale.

Solutia exercitiului 5.2. La partile /) si 2), tangenta in punctul My (xo, f(x0)) la
graficul functiei f este dreapta orizontald

Ay = f(xo0).
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Astfel, punctele A si B au coordonatele x si f(xp).
Observdm cd

X (v — 17)2 X (v — 17)2
/ (X M) .f’”(u)du‘ < ‘/ (X M) .‘f’”(u)‘du‘
X0 2 X0 2
X _ )2
< sup |f///(v)‘- / (x 214) du‘
VEIXO,S X0
I |x—x0|3
= sup |f (V)"T
Velxo,s
2
€ X —X0
<& s |- Bk
vely).e

Folosind exprimarea pdtraticd a lui f, (5.2), deducem cd

(x —x0)?

f(x) = f(xo) + — [/ (x0) +g(x)],

unde functia g : Iy, ¢ — R este datd de formula cu acolada

) = { il S £ ), x # 20,
0, X = Xp.
Aici,
8()] < (1= 84e) - [/ (x0)]
unde

sup |f"'(v)]

) VEIxO,S

3 [ (xo)l

Concluzia se bazeazi pe faptul ci expresia f”(xg) + g(x) are semnul lui f”(xo)
peste tot.
3) Punctul C are coordonatele x si y(x), unde

6){0"9 € (07 1)7 6){078 = 1 -

y(x) = f(x0) + f'(x0) - (x—x0), x€ [xo—€,x0+€].

Din exprimarea afind — sau de ordinul intdi ori chiar liniard — a lui f, (5.1),
rezultd ca

[ (u—x)- f"(u)du < 0, x < xo,

X

2 (x—u)- f"(u)du >0, x> xp.

X0

769 -5) = {

Solutia exercitiului s-a incheiat. O
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Exercitiul 5.3. Se dau numerele reale a, b, m > 0 (fixate). Fie functia f : I — R, cu
I:= (— #, ﬁ) , prezentatd de expresiile din acoladd
_ mx-[1+ax*sin(1)], x#£0,
flx) = { 0, x=0.

In Figura 5.2, considerim punctele M(x, f(x)) — de pe graficul functiei f, Gr—
si N(x,y(x)), care se giseste mereu pe tangenta in origine la curba G¢. Dovediti
cd nu existd niciun interval (—c,c) C I, cu ¢ > 0, pe care diferenta f(x) —y(x) a
ordonatelor celor doud puncte sd aibd semn constant nenul.

i | |
o | “““‘I':er - 0005 0010 V:»(‘J\
(] ‘vw“lv

[V

| ' Calculat cu WolframAlpha
' wwwwolframalpha.com

1
1
1
1
I
1

Fig. 5.2 in imagine este ilustrat graficul functiei f pentru m :=2,a:=5 x 10°, b := 20.

Solutia exercitiului 5.3. Stabilim cd

yx)=m-x, f(x)—y(x)=ma-x*sin (l) pentru orice x # 0.
X

Introducem sirul (x,),~,; de numere reale via expresia

2
Xp=——, n>1.
n-m

Aici, x, € I dacin > [2-b]+1.
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Observim cd —unde k € N, k > [%] +1—

an (L) _ 1 n=dktl,
") T -1 n=4k+3,

deci

>0, n=dk+1,
f(x”)_y(x”)_{<o, n=4k+3.

Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 5.4. Fie numerele reale #y > € > 0 si xg fixate. Folosind Exercitiul 5.1,
rezolvati problema Cauchy

¥ =9, teln—¢g1n+e),
x(t())Z)C().

Solutia exercitiului 5.4. Ca de obicei, solutia prezumtivd x este de clasi C' in jurul
lui fy. Forma membrului drept al ecuatiei ne conduce la x fiind cel putin de clasd C*
pe intervalul I ¢. In plus,

0 — {xm}/ X0

t

— —~ =0 pentruorice ¢.

Mai departe, via (5.1),
x(to)

X
x(t) ZX(to)+t—-(t—to)= t—o-t, 1€ to—&,t0+€].
0 0

Solutia exercitiului s-a incheiat. O

Din exercitiile anterioare ne putem face o parere vizavi de precizia cu care func-
tioneazd primele trei aproximdri ale valorilor lui f:

f(x) = f(x0) +o(1)
~ f(x0),
= f(x0) +f'(x0) - (x = x0) + 0 (]x — xo)
~ f(xo0)+ f'(x0) - (x —xo0),

x—x0)2
= f(x0) +f/(x0) - (x—xo) +f”(x0) : % +o ((x—xo)z)
x—xp)?
Nf(x0)+f/(x0)'(X—xo)-i-f//(xo)'(TO)-

Aici, o(1) desemneazi cantititi (nenumite, neformalizate) care tind la zero' atunci
cand x este “foarte aproape de” — sau “in jurul lui” — xp, respectiv

! In cirtile clasice de analizi matematici asemenea marimi se numesc infinifi mici [13, pag. 76].
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0(g(x)) =g(x)-0(1), g(x) € {lx—xol,(x—x0)*}.

Ne intereseazd partea (cu adevarat) liniard a exprimdrii afine a lui f, adica apli-
catia

x—xo — f'(x0) - (x —x0),
pe care o putem evidentia prin corespondenta — x = xg +h —
R>h—s f(x0) -heR.

Ea este componenta variabild a exprimdrii afine, adica “responsabild” de modifica-
rea valorilor lui f in jurul mirimii constante f(xg). Din acest motiv, ea se numeste
diferentiala — mica diferentd a — lui f in punctul xo [13, pp. 302, 311]:

df(xo) :R—R, df(xo)(h) = f'(x0)-h pentru orice h.

Din punct de vedere geometric, reamintindu-ne Figura 5.2, variatia lui f este ilus-
tratd prin deplasarea lui M (h, f(h)) pe curba G iar micile variatii ale lui f in jurul
originii O prin miscarea lui N(h,df(0)(h)) pe tangenta in O la G [13, pag. 207].

Interventia ecuatiilor diferentiale. in contextul Exercitiilor 5.1, 5.2, si presu-
punem cd functia f i este solutie particulard ecuatiei diferentiale

Y =g(x,y), (5.4)

unde functia g : ¥ — R este netedd (in raport cu ansamblul variabilelor ei) iar mul-
timea ¥ include un disc deschis, centrat in punctul (xg, f(xo))-
Putem scrie ca

df(x0)(h) = g(x0, f(x0)) - h = g(x0, [ (x0)) - didr (x0)(h), h€ER,

unde idg este functia identitate — dati de corespondenta R > u — u — [13, pag.
301]. Aceastd exprimare ne permite sd prescurtdm formulele, adicd si renuntdm la
h:

df(xo) = g(x0, f(x0)) - didg (xo)-

Pentru a continua prescurtarea, adica a renunta (si) la argumentul lui f, revenim
la formalismul ecuatiei diferentiale (5.4): y in loc de f si x In loc de xo 4 A. De aceea,
optdm pentru inlocuirea expresiei matematice didg cu dx [16, pag. 353], aceasta din
urma evidentiind referirea la variabila independentd xo + h. Ajungem la

dy(x) = g(x,y(x))didg(x) <= dy=g(x,y)dx. (5.5
Presupunand ca

g(x0,y0) #0,  yo:= f(x0),
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si (eventual) micsorand mulfimea ¥, putem considera ca functia g are semn constant

nenul pe ¥. Ceea ce ne ingiduie si rasturnim? ecuatia (5.4):
1 1 d
X = = dx= ~dy = Y
8(x,y) 8(x,y) 8(x,y)

in practicd, functia g admite diverse factoriziri, vezi (4.3). Astfel, in contextul
Exercitiului 4.4, exprimarea cu diferentiale a ecuatiei cu variabile separabile se rea-
lizeaza prin

a(t)dt — —— =0. (5.6)

Aceastd prezentare a ecuatiei ne permite, adaptand notatiile din (A.1) la multimi de
functii, o exprimare sugestiva a integralei sale generale:

/ﬁ%:/g@m+a CEKCR,

unde?, fiind date intervalul nevid 7 C R si functia continui p : [ — R,
/p(u)du :={P:1—R|P' =ppestetotinl}.

Fie multimea ¥ C R? (cel putin) deschisi, nevidi. Formula matematici
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0, (5.7)

in care functiile M, N : ¥ — R sunt mécar continue (in raport cu ansamblul varia-
bilelor lor), desemneaza o ecuatie diferentiald exprimatd cu diferentiale, de ordinul
intdi. Prin solufie a sa intelegem orice functie u : I — J, de clasi C', care satisface
una din identitdtile

M(x,u(x)) +N(x,u(x))-u'(x) =0 pentru orice x € I, (5.8)
respectiv
M(u(y),y)-u'(y)+N(u(y),y) =0 pentruoricey € I. (5.9)

Aici, I, J sunt intervale (de obicei, deschise) de numere reale.

Asa cum am vizut, ecuatia (5.7) constituie scrierea prescurtatd a unei ecuatii
exprimate cu derivate ordinare: fie ecuatia in (variabila dependentd) y, (5.8), fie e-
cuatia in x, (5.9). Permitandu-ne si alegem intre

2 Lucrand “pe scurt” — aici, scurtdtura este un calcul nepermis cu concluzia adevdratd —, admi-

tem cd % este (0) fractie si nu (0) notatie [13, pag. 144].

3 A se vedea [16, pag. 414], [14, pag. 18].
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M(x,y) +N(x,y)-y' =0, y=y(x),

si
M(x,y) X' +N(x,y) =0, x=x(y),

exprimarea (5.7) este socotitd simetricd [23, pag. 31] in privinta rolurilor jucate de
variabilele x i y.

Functii implicite. Intrebuintim Figura 5.3. Fie ¥ C R? o mulime deschisi si
My (x0,y0) un punct al ei. Introducem cutia K C ¥ de centru My si de dimensiuni
(2a) x (2b).

Fig. 5.3 Graficul figurat in portocaliu, Gy, 1i apartine prelungirii functiei y pe intervalul maximal
de existentd ca solutie a unei probleme Cauchy. K este cutia de centru (xg,yo) si de dimensiuni

(2a) x (2b) in interiorul cireia y are existenta garantati. D este discul (bila B?) centrat in My unde
functia %—l; nu se anuleazd nicaieri. Dreptele T si v desemneaza tangenta, respectiv normala la

graficul Gy, trasate prin Mo. I reprezinti curba de ecuatie U (x,y) = 0 care include graficul Gy.

Fie U : ¥ — R o functie netedd — admitand derivate partiale de pdna la ordinul
al treilea, continue in raport cu ansamblul variabilelor lor; ca urmare, U este con-
tinud in raport cu ansamblul variabilelor ei [16, pag. 583] —. in particular, are loc
egalitatea (Schwarz) [16, pag. 597]

20U 20U

m(x,y) = m(x,y) pentru orice (x,y) € V. (5.10)
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Admitem ca
U
U(x()uyo) :Ou a_y(x07y0)7éo'

Cdutam o functie y : [xo — ot,x0 + ] — [yo — b, yo + b], de clasi C', care (1) si
verifice identitatea

Ux,y(x)) =0, x€lya, (.11
(2) al cérei grafic, Gy, sd treacd prin punctul My, adicd

y(*0) = Yo,

si (3) care sa fie unica functie cu aceste proprietdti. Aici, 0 < a < a. O atare functie
se numeste solugie in y [16, pag. 642] a ecuatiei (5.11), ecuatie scrisd prescurtat
drept

U(x,y)=0. (5.12)

In mod aseminiitor, se definesc solufiile in x, unde x = x(y), ale lui (5.12).

Teorema functiilor implicite* — asa se (mai) numesc functiile prezentate ca so-
lutii ale ecuatiei (5.12) [16, pag. 643] — afirma cd solutia (unicd) in y existd in
Jurul lui xy daca functia %—g{ are semn constant nenul peste tot in interiorul unui disc

D C W centrat in M (o bild B?) pentru care
KCD.

Vezi [16, pp. 645-646].
In plus, via aceeasi teoremd, functia y este (singura) solutie a problemei Cauchy

U
“/:g(xvu)vg:K%Ra W('xﬂ't)
xX,u)=— . 5.13
{ u(x0) = Yo, gl ) %—ly](x,u) 61

Ecuatia diferentiald din (5.13) se reorganizeazd ca

U oU N
g(x,u(x)) + a—y(x,u(x)) U(x) =0, x€lyga,

respectiv ca
M(x,u)dx+N(x,u)du=0, (x,u)€D,

unde

4 Un caz particular al siu, cel in care U(x,y) = x — p(y) pe ¥, este demonstrat in Anexa A.
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(5.14)

) ()

My
e 3

or >

Fig. 5.4 in cutia K sunt figurate trei linii poligonale, de céte doud segmente fiecare, avand seg-
mentele componente paralele cu axele reperului Oxy: drumurile (1) si (2) “leagd” intre ele punctele
Mo (xo0,y0) si M(x,y) iar drumul (3) punctele M;(x;,y;) si M. Deasupra lor se afld ilustratia unei
multimi deschise ¥ care este poligonal conexd [17, pag. 232]: adicd, putem “cdldtori” intre orice
doud puncte ale unei asemenea multimi urmand (cel putin) o linie poligonala cu numar finit de
segmente componente, situatd in multime si avand fiecare din segmente paralel cu (cate una din)

axele de coordonate. Pe astfel de multimi se introduc versiuni ale formulei (5.17) [17, pag. 188].

)

Gasirea lui U. Sé revenim la ecuatia exprimatd cu diferentiale (5.7), unde functi-
ile M si N vor fi presupuse netede. Fixdm punctul (xg,yo) € ¥ — data impusd — si
introducem cutia K, respectiv discul D, cu K C D C W, la fel ca 1n discutia realizatd
in contextul Figurii 5.3. Astfel, cerem ca

N(x,y) #0 (5.15)
sica

oM oN
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pentru orice (x,y) € D. Evident, prima conditie ii corespunde lui %—U fiind peste tot

de semn constant nenul iar cea de-a doua egalitdtii lui Schwarz (5.10), deoarece ne
intereseazd reconstructia functiilor M si N 1n forma oferitd de (5.14).

Fie (x,y) € K oarecare. Utilizim Figura 5.4. Segmentul de capete (xp,yo) si
(x,y0), agezat orizontal, $i segmentul de capete (x,yo) si (x,y), asezat vertical, alci-
tuiesc (prin reuniunea punctelor lor) o linie poligonald £ (x,y) inclusé 1n cutia K.
Introducem integrala curbilinie

U(x,y) = /f(x”M(u,v)du—i—N(u,v)dv. (5.17)

Valoarea sa [17, pag. 181] este datd de suma integralelor “obisnuite” care le cores-
pund segmentelor componente ale liniei, adicd

X 'y
/ M(u,yo)du+/ N(x,v)dv.
X0 Yo

Exercitiul 5.5. Fie functia netedd p : D — R, cu p = p(x,y), si functiile g, r : Iy) o =
I, , de clasd C !, Atunci, pentru orice (x,y) € K, sunt valabile estimérile:

P = [ ploatods = P =plra() 4 ) [ 5 aleas,

X 0 X 0
0ty = [(ptyts = ey = [ Lisyas
r(x)

r(x)
R(x):= /yo plx,s)ds = R’(x)zp(x,r(x)).r/(x)—i—/yo %(x,s)ds.

Solutia exercitiului 5.5. Functia p, restransd la compactul K, este uniform conti-
nud In raport cu ansamblul variabilelor sale. La randul lor, functiile g, ¢', r, ¥ sunt
uniform continue. Astfel, pentru orice € > 0 existd § = §(€) > 0 cu urmitoarele
proprietati:

dp d

|p(x1,y1) = p(x2,32)| < €, E(xlayl)_a_i(xzd’z) <e€

oricare ar fi punctele (x;,y;) € K, cui =1, 2, limitate la

|(x1,p1) = (22, 2)[[0 < 8.

Remarciim ci acest 8 este independent de (x;,y;). In plus, existi n = n(g) > 0, si
el independent de x;, astfel incat

[r(x1) —r(x)| < 6(e),

nl<n = {PRVTRRN L

Fie 1 # 0 suficient de mic pentru cax+h € I, 4. Dacd x = xo — a, atunci & trebuie
luat (doar) pozitiv. Au loc relatiile:
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_ ) - o)
R(x+h) —R(x) :/ p(x+h,s) p(x,s)ds+l./ p(x+h,s)ds,
i Y h h I
p(x+h,s)—p(x,s) dp

A =5.(6:9),
& = &(x,h,s) € [min{x,x+ h}, max{x,x+ h}],

r(x+h)
Lo s = pla+h €[t 1) = ()

€ = §(x;h) € [min{r(x), r(x+h)}, max{r(x), r(x+h)}],
LR RO,
= 0(x,h) € [min{x,x+ h}, max{x,x+ h}].

Fie & > 0 fixat. Il restrangem pe % la |h| < min{&(&),n(¢)}. Atunci,

%(évs)_a_p(xvs) <€,

1§ —r(0)] <|r(x) —r(x+h)| < 8(e),
Ip(x+h, &) = plx,r(x))| <&,
(@) =7 (x)] <

De aici,

r(x)
/ x+hs )ds—/ g—p(x,s)ds
Yo Yo

r(x) (x+hs) p(x,s) dp

h E(

IN

X,S)

INA
oM
o=

respectiv

r(x+h)
Pl Rs)ds—pler() (o)

r(xth) r(x —r(x
-./r(x;r p(x+h,s)ds — p(x,r(x))- #
r(x+h) —r(x)]
h
r(x+h) —r(x)
h

IN
= =

+

per(x)) - | () +

= |p(x+h,§) —p(x,r(x))|-

Hpler(a)]-| By

<e- }r’(a))} + sup |p(u,v)|- |r’(a)) - r’(x)}
(u,v)EK
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<e-| sup [/(w)|+ sup [p(u,v)l
WELy a (u,v)eK
Solutia exercitiului s-a incheiat. O

Exercitiul 5.6. Fie y : Iy o — I, ;, 0 solufie a ecuafiei in y (5.8) verificind data im-
pusi: y(xg) = yo. Atunci,

U(x,y(x)) =0 pentru orice x € [xo — &, xo + 0.

Adicd, expresia matematicd a lui U constituie formula (din membrul sting al) unei
integrale particulare m(x,y) = 0 a ecuatiei diferentiale (5.8).

Solutia exercitiului 5.6. Au loc egalititile

; i

X (x)
E[U(x,y(x))]za /M(u,yo)dv—i— ’ N(x,v)dv}

X0 Yo
d y(x)
= M(x,y0) + e [/}0 N(x,v)dv}
)
(Exercitiul 5.5, R'(x)) = M(x,y0) + [/y 83_])\67 (x,v)dv+ N(x,y(x)) ~y/(x)} )
Yo

respectiv — pe baza lui (5.16) —

V(x) 9N () oM
| Gy tenr= [ S vy = M5, y(0) Mz, o)

in fine,

d

a [U(-xvy(x))] = M(-xvy(x)) +N(-x7y(x)) 'y/(x) = 07 X e IX07(17

deci aplicatia I, o > x — U (x,y(x)) este constantd:
U(x,y(x)) = U(x0,y(x0)) = U(x0,y0) = 0.
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O
Exercitiul 5.7. (Liniile poligonale “intdi-orizontal-apoi-vertical”) In contextul Fi-

gurii 5.4, avem functiile U;) : K — R, cui = 1, 3, prezentate prin

{ U(l)(xvy) = _];;M(M,yo)du—F_f;;)N(X,V)dV, .
pentru orice x, y.

Ug)(x,y) = [;, M(u,y1)du+ [5 N(x,v)dv
Atunci, existd numarul C, € R astfel incat

U(l)(xvy):U(3)(x7y)+C*7 ('xay) €K.
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Solutia exercitiului 5.7. Observim ca

U(l)(-xay) - U(3) (X,y) = (P('x)7
X V1 X1
0) = [ MGuy0) =Ml yp)]duct [Nt [ M)

X1

La fel ca Tn demonstratia exercitiului precedent,

o (5) = MGxy0) = M)+ 5 | [ NGxoas]|

Vi N » 90
= M(x,yo) —M(x,y1) +/ a—(x, v)dv (Exermpul 5.5, adaptarea lui a—y)
Yo OX
i oM
= M(x,y0) — M(x,y1) + a—(x,v)dv
Jyo v

=0, xe Ixo,a-
Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiile 5.5-5.7 se reconfigureaza ugor pentru a justifica afirmatii privitoare la
liniile poligonale “intdi-vertical-apoi-orizontal”. Astfel,

U(x,y :/ M(u,v)du+ N(u,v dv:/ M(u,v)du+ N(u,v)dv,
&) J ZLov (x.y) (w.v) (w.v) JLyo(xy) (w.v) (w.v)

unde

X 'y

/ M(u,v)du+ N(u,v)dv := / M(u,yo)du+/ N(x,v)dv,
ZLov (%) Jxo Yo

y

M(u,v)du+ N(u,v)dv := /
/fvo(x-ﬁ (v) (v)

/30

"X
N(xo,v)dv+/ M(u,y)du.
Xo
Exercitiul 5.8. (Celule dreptunghiulare) in contextul Figurii 5.4,

x y X0 Yo
M (u,yo)du+ N(x,v)dv—i—/ M(u,y)du+/ N(xo,v)dv=0
Jx Jy

J X0 Yo

pentru orice (x,y) € K. In particular, presupunand ci ne deplasdm pe frontiera cuti-
ei K in sensul dat de ordinea — trecerii prin varfurile dreptunghiului — (xo,yo) —
(x,50) = (x,¥) = (x0,) = (x0,0), avem [17, pag. 223]

M (u,v)du+ N(u,v)dv=0.
JFr(K)

Solutia exercitiului 5.8. Introducem functia ¢ : D — R, unde ¢ = ¢(x,y), a cirei
formuld este suma celor patru integrale din membrul stdng al egalitatii. Observam
cd
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—0. 22990
(P(-x07y0)_07 W(xay)_a_y(xuy)_oa (xuy)EK

Pe baza teoremei de medie (Lagrange) [13, pag. 426] [16, pag. 630], existd punc-
tul (£,1n) din segmentul de capete (xo,yo) §i (x,y) cu proprietatea ci

P(5) = 9l0.30) = SE(E ) (r—0) + 52 E ) =) =0

Asadar, functia ¢ este constantd.
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Aproximarile de ordinul intai si de ordinul al doilea ale unei functii netede.
Diferentiala functiei. Lucrdm in discul D: fie functia p : ¥ — R, continud in raport
cu ansamblul variabilelor sale si netedd pe D.

Sunt valabile primele trei aproximdri [16, pag. 632] ale valorilor lui p in jurul
punctului (xo,yo):

p(x,y) = p(xo,y0) +o(1)
(ordinul 0) ~ p(x0,y0)
= p(x0,0) + Py(x0,0) - (x —x0) + pP,(x0,¥0) - (v = o)

+o(|I(x,y) = (x0,50) )
(ordinul 1) ~ p(xg,y0) + %(xo,yo) (x—x0)+ 3—5(%;)’0) “(y=0)
= p(x0,Y0) + Px(x0,¥0) - (x = x0) + Py (x0,Y0) - (v = o)
3 Pla0,30) (=30 3 Pla(x0,30) (=0’
+Pry(%0,0) - (x = x0) (y — ¥0)
+o (|[(x,y) = (x0.70) 1)

(ordinul 2) ~ p(x0,y0) + P (X0, Y0) - (x —x0) + p(x0,¥0) - (v — Yo)
+% P (x0,30) - (x = x0)* + % P (x0,30) - (v = y0)?
+P2y(X0,30) - (= x0) (v = yo0)-

Din aproximarea de ordinul intai extragem formula — [16, pag. 594] — diferen-
tialei in punctul (xo,y0), dp(xo,y0) : R? — R, a functiei p:

_dp dp
dp(x0,y0)(h1,h2) = g(x()’yo)'hl + a—y(xoayo) -hy
d 0
= 55(50.30) - Pr(x0,30) (1, h2) + 5L (30,30) - pry (30, 0) (1 o)

J P
- a_z(xo’yo)'dx(xO’)’O)(hlth)Jra—z(XO,)’o) -dy(x0,y0)(h1,h2),
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unde pr, : R > Rsi pr,: R? — R desemneazi proiectiile punctelor din planul eu-
clidian pe axele reperului Oxy:

pro: (x,y) > x,  pry: (x,y) .

Le notdam cu dx, respectiv cu dy.
In mod prescurtat, avem la dispozitie expresia matematicd

ap ap
d = —(x,y)dx+ —(x,y)d K.
p(x,y) 3 (x,y)dx+ 2y (x,))dy, (x,y) €
Astfel, In contextul lui (5.17),
dU (x,y) = M(x,y)dx+ N(x,y)dy.

Aproximadrile de ordinul al doilea (patratice) ale valorilor unei functii numerice,
de una ori de doua variabile (independente), se folosesc la constructia cercurilor de
curburd, respectiv a sferelor de curburd care le sunt tangente graficelor respectivelor
functii. In Figura 5.3, ecuatiile dreptelor 7 si v sunt

Tiy—y(x0) =y (x0) - (x—x0), V:x—x0=—Y(x0)[y—y(x0)]-
Centrul cercului de curburi la graficul G, in punctul (xo,y(xo)) se afld pe dreapta v.

Exercitiul 5.9. /) Rezolvati ecuatia exprimata cu diferentiale
(x+y)dx+xdy=0.

2) Verificati daci ecuatia diferential® in x,

X =— y>0,

admite solutiile

x=-y+Vy*+C, CeR.

3) Stabiliti dacd ecuatia diferentiald in y, interpretatd ca ecuatie liniard si neomo-
gend,

1
y=—=y-1, x#0,
X

poseda solutiile

C
y:——f, CeR.
x 2

5 O asemenea ecuatie se giiseste in clasa ecuatiilor omogene (de ordin zero, [21, pag. 30]).
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Solutia exercitiului 5.9. /) Fixim punctul M (xo,yo) € R? si introducem cutia K de
centru M si de dimensiuni 2 x 2. Aici, ¥ := R?, D := B*>(M,2). Este verificati con-
ditia (5.16):

) 0 .
% (x+y)= e (x) =1 pentru orice x, y.

Avem

X

y x2 x%
U(xvY):/ (”+y0)du+/xdv=—+xy— — +XxY0 | -
X0 0 2 2

2) Stabilim punctul M astfel Incat yo > 0 si xo +yo > 0. Ultima cerin{d, impreund
cu restrangerea razei discului D la mirimi mai mici decat 2420 i a dimensiunilor
cutiei K la (2a) x (2a) pentru a < xp + Yo, implicd — atentie, aici M(x,y) desem-
neazi coeficientul lui dx din (5.7)! —

M(x,y) >0, (x,y) €D,

ceea ce ne permite constructia ecuatiei in x.

Remarcdm si existenta solutiei identic nule ca solutie particulard: ii corespun-
de lui C = 0. Cazul x = 0 nu poate fi tratat la punctul 3) datoritd restrictiei (5.15),
necesard la constructia ecuatiei 1n y.

Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

Exercitiul 5.10. /) ([19, pag. 64]) Integrati ecuatia exprimata cu diferentiale
2x—y+1)dx+(2y—x—1)dy=0

in jurul datei impuse xp = yg = 1.
2) Cercetati dacd problema cu date pe frontierd
{ V=58RS x<,
y(1)=1

dispune de solutia
1 \/7 5
y=3- [1+x+ 1 _x)(3x+5)} , xe {—3,1} .

Solutia exercitiului 5.10. /) Fixim punctul Mo (xo,yo) € R? si introducem cutia K
de centru My si de dimensiuni 2 x 2. Aici, ¥ := R?, D := B?(Mj,2). Este verificati
conditia (5.16).

Avem

Ulx,y) =x*+y —xy+x—y— (x(2)+Y(2)—XOYO +x0— Y0)
:xz—i—yz—xy—i—x—y— I, (x,y) €eV.
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Conform [15, Anexa B], curba de ecuatie U (x,y) = 0 este o elipsd, I', de centru
Vv (— %, %) , cu axa mare datd de ecuatia

A +2
N =X —.
Y 3

Vezi Figura 5.5.

Fig. 5.5 Avem punctele Mo(1,1), My (~=3,-4). Mo (=4, 4 = &) siV (~4,4). Curba I"este e-

lipsa de centru V avand dreapta A, de ecuatie y = x+ %, ca axd (longitudinald) de simetrie. Elipsa

S , g . ~
este determinatd de perechea de raze conjugate VMg si VNy. Dreapta 7, de ecuatie x = 1, 1i este
tangentd elipsei in My iar dreapta 7', de ecuatie x = —%, in M;. Arcul de elipsd G, colorat in
portocaliu, este graficul solutiei de la punctul 2).

Reorganizdm ecuatia elipsei ca

(x—%)er §y+1 2—(1+\/§)-y+x—2=0,

ceea ce ne permite introducerea noilor coordonate X si Y:

X=x—13,
Y:?y.

Pentru punctul My: Xy = %, Yo= §
Am ajuns la ecuatia unui cerc, €, in reperul OXY:
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() o os) - (3"

Centrul sdu V are coordonatele: Xy = —%, Yy = —2%/5, respectiv xy = —%, Yy = %
Dreapta 7, de ecuatie x = 1, capitd, In OXY, ecuatia

Y =—V3(X-1).
Remarciam ci tangenta in My(Xo,Yo) la cercul €, de ecuatie

(X = X)) (X —Xo)+ (Y~ V) (Y =¥o) = B, R:= —,
V3
coincide cu 7.

Dreapta 7 fiindu-i, asadar, tangentd In punctul M elipsei I", segmentul VM alcd-
tuieste, impreund cu segmentul VNy, Ng € I', — paralel cu tangenta T —, perechea
de raze conjugate care genereaza, In mod unic, elipsa I". Vezi discutia din [15, Ca-
pitolul 3].

Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Interventia ecuatiilor cu derivate partiale, de ordinul intai. Formula (5.17)
a fost introdusd In contextul restrictiei (5.16), insd nu am discutat despre cum se
procedeazi atunci cind aceasta din urmi este incilcatd. in literaturi, se fac refe-
riri la (5.16) cu denumirea de conditie de integrabilitate a formei ori a expresiei
diferentiale M(x,y)dx+ N(x,y)dy din (5.7) [21, pp. 105, 422].

Sé considerdm o functie nefedd 1 : D — R, unde u = u(x,y), cu semn constant
nenul peste tot. Facem observatia cd, Inmulfind ambii membri ai ecuatiei (5.8) cu
expresia U (x,u(x)), respectiv ambii membri ai ecuatiei (5.9) cu u(u(y),y), nu pier-
dem niciuna din prezumtivele solutii # : I — J ale ecuatiilor in discutie. Din acest
motiv, introducem ecuatia diferengiala

[u(x,y) - M(x,y)|dx+[u(x,y) -N(x,y)]dy =0, (x,y) €D. (5.18)
Functiei u 1i impunem sd verifice in mod identic egalitatea

S )M ()] = 3 NG

adicd si-i fie solutie particulard ecuatiei diferentiale exprimate cu derivate partiale
de ordinul I
au u

A(xay)E_FB(xay)a_y—i_C('xvy)‘u:O? (X,y)GD, (519)

unde

oN o

A=—-N, B:=M, C.:=—— .
’ ’ 8x+8y
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In ipoteza ci u = p(x) si ci functia N are semn constant nenul pe D, ecuatia
(5.19) devine

dp | Clx,y)
dx  A(x,y)

Astfel, atunci cand coeficientul lui | depinde doar de x, gdsirea unei functii y se
reduce la rezolvarea unei ecuatii diferentiale ordinare, liniard si omogena:

ulx) = efg("),x €lya, C€ /n(x)dx, n(x):=

In mod analog, dacii u = W (y), dacd functia M nu se anuleazi nicdieri in D si dacd

. C y . .
expresia Bg’;g depinde numai de y, avem

pe) =e Oy el Ce [0y n0)i=

Exercitiul 5.11. 7) In contextul Exercitiului 1.10, si presupunem ca functiile p si g
sunt netede. Atunci,

ut,x)=pu()=e"", te(to,n).
2) In contextul Exercitiului 4.4, si considerdm ci functia g este nefedd. Atunci,

() = () = T X € (o).

3) Putem renunta la aceste limitdri privitoare la netezimea functiilor?

Solutia exercitiului 5.11. 1) % — p(1)u = 0.2) % + £y — 0,
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Invarianta formulei unei diferentiale, de ordinul intii. Fie functiile g : I, , —
Ly si f i1y, — R, de clasi C', unde g(xo) = yo. Aici, g = g(x) si f = f(). In
plus, sd admitem ca

Liy» =8 (Iya), &' (x)+ 0 pentru orice x,
deci ca functia g este bijectivd.

Realizim estimarile — h — 0 —

f(gxo+h)) = f (g(x0) + ¢ (x0)- h+0(|h|))
= f(g(x0)) + f(g(x0)) - [&'(x0) -h+ o (|h])] + 0 (|&'(x0) - h+ 0 (|h])])
= f(g(x0)) + f'(g(x0)) - &'(x0) - h +-0 (|h])

si
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f(g(x0) +8'(x0) - h) = f(g(x0)) + f'(g(x0)) - [& (x0) - ] + 0 (| (x0) - h|)
= f(g(x0)) + f'(g(x0)) - &'(x0) - h +-0 (|A]),

din care deducem ci

(fog)(xo) = lim LG0T~ fg(r0)) _ , F(8lx0) +8'(x0) -h) — flg(x0))

h—0 h h—0 h

= f'(8(x0)) - & (x0)-

Asadar, la determinarea derivatei unei functii compuse — o “functie de functie” [13,
pag. 62] —, procedura “nu vede” dincolo de partea afind a functiei din interiorul
compunerii. In Figura 5.3 se remarci urmitorul detaliu: o micd portiune a tangentei
T este inclusd, aldturi de graficul functiei y, in discul D. Astfel, putem realiza ope-
ratii atit asupra marimii U (x, y(x)) cat si asupra lui U (x, y(x) +'(x) - (x—xo)) dacd
lucrdm in jurul punctului (xo,y(xo)).

Cum se exploateazd o asemenea limitare in calculul cu forme diferentiale? Dat
fiind ci g’(xo) # 0, aplicatia

Ro>h+—g'(x)-heR

este un izomorfism de spatii liniare reale. Ea produce identificarea g’(xp) - R = R,
deci— h; = g/(xo) -h §i h —0—

f(g(x0) +h1) = f(g(x0) + & (x0) - )
= f(g(x0))+ f(g(x0)) - hi +o(|h1]),

respectiv

(df)(g(x0))(h1) = f'(g(x0)) I
= f(g(x0)) - didgr(g(x0)) (h1).

Utilizand o notatie omoloagd — vezi (5.5) — pentru didg, scriem prescurtat ci

(df)(g(x)) = f'(g(x))dg(x)

[N

si, prin extensie de limbaj, capitd inteles formula matematica

(df)(g) = f'(g)dg. (5.20)

Aceasta din urmad 1i corespunde literal expresiei tipice

df(y) =f'(y)dy, y€lyp.

In literaturd, relatia de calcul (5.20) poart numele de prezentarea invariantd [16,
pag. 608] [13, pag. 409] a diferentialei de ordinul I a functiei (compuse) f. O putem
intrebuinta in felul urmator:



80 5 Diferentiale, ordinul intai

(df)(g(x) = f(g(x))-dg(x),
dg(x) =g'(x)dx, g=g(x),
(df)(g(xy) = f(g(x,y))- dg(x,y)
dg(x,y) =

s.a.m.d.

dg
(x,y)der 7y (x,y)dy, g=2g(x,y),

‘”Im

Revenind la ecuatia (5.19), fie ¢ : D — R o functie netedi, cu ¢ = ¢(x,y). Pre-
supunem cd

(;—(P (x,y)-A(x,y) + (;—(P(x,y) -B(x,y) 20 pentru orice (x,y) € D.
X y

Daci u = u(@(x,y)), atunci (5.19) devine

du C(x,y)

-u=0.
40 (524+92B) (x.)
A, o . C(x\yy) .
In ipoteza ca expresia 7( 7, %B> ) depinde doar de ¢, avem

C(x,y)
994 4 ‘9—“’3) (x,y)
dx dy )Y

uie) = 4@, ¢ < [nip)dg. nlp(ry)) = ( (1) €D.

Exercitiul 5.12. Fie functia 7 : R — R, de clasi C, cu proprietatea ci
h(a) # a pentru orice Q.

Luém 1n considerare ecuatia diferentiala omogend
x
x':h(;), t>0.

Atunci, putem opta pentru

‘Ll' t?'x :77H€/77 (Pt7x ::_5
)= i) o—npy 07
iar integrala generald se exprimad ca

t-ef® =c, c>o.

Solutia exercitiului 5.12. Avem

du (o)
e T =0,
do ¢—h(p) ka
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Plecind de la observatia ci do = 1. (—@dt + dx), reorganizim expresia cu dife-

t
rentiale (5.18) a ecuatiei drept

—@dt+dx

eH(®) . gr 4 ef1(@) . =0,
¢ —h(e)

ceea ce implicd

HO) gy petito) . 49 _
¢ —h(9)

respectiv
dU =0, U(t,@):=1-e"®),
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

Exercitiul 5.13. /) Determinati formula matematici a functiei netede h : R> — R
stiind cd ecuatia

y = ehy) _q
poseda o functie u prezentabild ca
p=u(p), @by =x+y, (xy) R
2) Integrati ecuatia
y=e™—1, x>0,
Intrebuintind punctul 7).

Solutia exercitiului 5.13. 1) h(x,y) = G(x+y) + T (x), u(@) = e ), cu functiile
G, T netede. 2) G(x+y) = x+y, T (x) = 1 —x. Integrala generali este e’ (e + Ce*) =
1,CeR.

Solutia exercitiului s-a Incheiat. O

O formi diferentiald @ := M(x,y)dx + N(x,y)dy ai cirei coeficienti M si N se
supun conditiei de integrabilitate a—”{ = ‘3%] este numitd (forma) exactd. Acea func-
tie 4 cu ajutorul careia, prin inmuf;ire in ambii membri ai unei ecuatii exprimate
cu diferentiale, facem forma diferentiald din partea stdngd a ecuatiei exactd — adi-
cd, forma (5.18) a devenit integrabild: -0 =dU = [(u-®) =U(x,y) +C —,
poarta numele de factor integrant al formei.

Probleme la limiti. in discutia din textul de fatii au intervenit diverse tipuri de
pozitionare a datelor impuse unei anumite ecuatii diferentiale. Astfel, plasarea pe-
rechii (#p,x0) Tn interiorul domeniului de definitie ¥ al functiei g din ecuatia X' =
g(t,x) ne conduce la o problemd Cauchy. In schimb, fixarea datei impuse pe Fr(¥)
transforma tandemul ecuatie-si-date intr-o problemd pe frontierd.
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Datele impuse care se referd fie la trecutul Indepdrtat fie la viitorul distant, adi-
cd pot fi formulate n termeni de lirf x(t), dau nastere unor probleme (cu date) la
t—rtoo

limitd.

Exercitiul 5.14. Fie functiile continue a, g : [0, +o) — (0, +o0) astfel incat

e e dy
do [T
/0 a(u)du Jo 2

Introducem ecuatia cu variabile separate — vezi (5.6) —

Atunci,
1) (A. Wintner, 1946) existd o singurd solutie r : [0,+o0) — [0,4o0) a ecuatiei
pentru care

r(0)=0, (€ (0,4), £:= lim r(r).

t—+oo

2) (C. Avramescu®, 1968) Daci, in plus,

./o%c (/v+wg(w)dW> dv < oo,

atunci

/ U K0 dt < oo,
0

Solutia exercitiului 5.14. Detalii privind problematica se gasesc in lucrarea [2].
Solutia exercitiului s-a incheiat. 0O

6 Profesor universitar roman, titular al cursului de ecuatii diferentiale ordinare in anii 90 ai seco-
lului XX la Facultatea de Matematicé a Universititii din Craiova.



Anexa A
Teorema de inversiune locala in R

In mod tacit, folosim ropologia euclidiand pe R.

Teorema A.1. Fie f : I — J o functie de clasid C', unde I,J C R sunt intervale
deschise, nevide. Se dau numerele iy € 1, jo € J astfel incat

flio) = jo, f'(io) #0.

Atunci, existd intervalele Iy C I, Jy C J, deschise, nevide, cu iy € Iy, jo € Jo, pentru
1

care restrictia lui f la Iy, notatd g : Iy — Jo, sd fie bijectivda. Mai mult chiar, g~ este
de clasa C" si
“1\ /. 1 .
§ ) )=——=r~ JEh
&)=
Demonstratie. Parcurgem patru pasi. Folosim notatiile:
U+a ={u+alucU},
a-U :={a-ulucU}, (A1)

YU ={iel|fli)eU}.

Aici, U este o submultime nevidi a Iui R iar a € R.
Pasul intdi. Aducerea problemei la forma cea mai simpla, printr-o schimbare
de variabile afind. Aceastd forma este datd de relatiile

io=jo=0, f(io)=1. (A2)
Introducem functia 4 : K — L cu formula
hu)=fu+ip) —a-u—jo, uck,

unde K :=1+ (—ip),a= f'(ip) — 1, L:= (f —a-idr) (I) + (aip — jo) si idg este
functia identitate a Iui R.

83
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Functia f — a-idg fiind continuii, multimea (f —a-idr) (1) este un interval [16,
Propozitia 2, pag. 226], nu neapdrat deschis. Ldrgind, eventual, acest interval, con-
cludem cd am construit o functie 4 : K — L, de clasd C ! intre doui intervale deschi-
se, nevide.

Observim cd ~(0) = f(ip) — jo=0sgicd

W)= f(u+ip) —a, uek,

de unde 4'(0) = 1.

In cele ce urmeazi, rolul functiei f va fi jucat de aceasti functie A: adic, are loc
(A.2).

Pasul al doilea. Constructia intervalelor Ij si Jj.

Functia f’ fiind continui, existd numédrul A > 0 aga incat

aalcing, |f6)-1]<5

pentru orice i € [—A,A]. Aceasta pentrucid iy = jo=0€INJ.
Ti aplicim reorema cresterilor finite (Lagrange) [ 16, pag. 283] functiei

ue[—-A Al — f(u)—

Astfel, fiind date numerele u # v din [—A,A], existd numérul § € (min{u,v},
max{u,v}) cu proprietatea ci

() —u] = [f(v) =v] = [f(€) = 1] - (u—v),

de unde deducem ca

[f () = f () = (u=w)| = [[f (w) ) =l
S( sup f( —1]) |lu—v|
1
< 2|u—v| (A.3)

Evident, inegalitatea (A.3) este valabild si pentru u =v: 0 < % -0, deci
1
) = fv) = u=v)[ < Slu—v], u,ve[-A,A] (Ad)
Afirmdm ci restrictia functiei f la intervalul [—A, A] este injectivil.
Intr-adevir, si presupunem ci pentru doui numere u, v € [—A,A] avem f(u) =

f(v). Atunci,

u—v| = [f(u) = f(v) = (u—v)]

< —|lu—v|,

| =
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respectiv
1
—|lu—v|<0.
2|u v <

Ultima inegalitate poate avea loc numai dacd u = v, ceea ce probeazi Afirmatia.
Fixam numirul y € (— 4 %) Introducem sirul (x,),~ C (— 24 24 dat de rela-

373
tiile [6, pag. 591]:

x0=0; Xxp1=x,+y—f(xs), n>0.

Afirmam cd sirul (x,),~ este bine-definit: dacd x, € (—%, %), atunci x,41 €

3°73
(—%, %) pentru orice n > 0.

Vom intrebuinta un caz particular al inegalitdtii (A.4), cel n care v = O:
1
() —ul < Slul, ue[-A,4].
Asadar, sunt valabile estimarile

1| < o — f ()] + Y]

<1| |+é<l %—Fé
=TI S TS
24
=5
Observim ci x; = 0+y — f(0) = y. Cum x € (—%,22), utilizand inductia

matematicd, ajungem la

c 2A 2A >0
xrl 3’3 Y n— *

Afirmatia a fost probata.
Tot pe baza inegalitdtii (A.4), deducem ca

Pons2 = Xnr] = |t +y = fOnen)] = fn +y = f ()|
= |fGong1) = f (n) = (o1 = X))

1
= X1 — x|, n>0,
2

N

de unde, folosind inductia matematicd, stabilim cd

1 1
|2 —x1] < Elxl_x0|:§|y|7

1 1 1
|x3 —x| < Elxz—x1|§1|x1—x0|=z|)’|a
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1 1
|xm+1_xm| < _lxm_xmfllg"'gz_mb}' (A.S5)

2

pentru orice numdr natural m.
Afirmdm cd sirul (x,),> este sir Cauchy.
Astfel, pe baza lui (A.5), avem estimadrile [16, Propozitia 1, pag. 98]

Xtk — Xn| < | Xpgk = Xnpk—1] F Xnr—1 — Xngk—2| + -+ [ X1 — Xn]

1 1 1
S\ttt byl

1 1 1
:ﬁ 1_;_5_;_...4_F |y|

<1 1 ]

>~ 5, 1y
2 1-1
2

unde n > 0, k > 1, care probeaza Afirmatia.
Notim cu x limita sirului (xn)nzo [16, pag. 103]:

x:= lim x, € {—
n—r—-oo0

2A 2A
373

Functia f fiind continud, prin trecere la limitd dupd n, n — 4-oo, In relatia de
recurentd a sirului (x, ), -, ajungem la

x=x+y—f(x),

adicdlay = f(x).
Introducem multimile

e ((38)) s w-(-43)

Din injectivitatea lui f pe intervalul [—A, A] rezultd c&

I C |:—2—A %:|

373

Daté fiind continuitatea lui f, multimea I este deschisa:

|: 2A 2A:|
hC|—,—]|.

373

Deoarece interiorul multimii [— ZTA, %] constituie cea mai mare, 1n raport cu inclu-

Ziunea, submultime deschisd a sa [5, Propozi;ia 1-4, pag. 21], deducem cd
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pe (2428
0= 373 .

Revenim la inegalitatea (A.4). Astfel, fixdnd numerele u, v € [—A, A], avem

u=v|=1f () = fW)] < 1f(u) = f(v) = (u—v)]

1
< =lu—vl,

respectiv

u=v| <2[f(u) = f(V)] (A.6)

Asadar, restrictia lui f la Iy, g := f]| & - 1o — Jo, este o funciie bijectivd iar inversa
ei verificd inegalitatea (A.6):

g G —g )| <2-1j1 — ol Jin € o (A7)

Cum functia g~!

este continud — fiind o functie Lipschitz [20, pag. 131] —, ea

“transportd” multimi conexe in multimi conexe [5, Propozitia 3-5, pag. 39], astfel
cd g~ (Jo) = Iy va fi un interval deschis [7, pag. 56] al lui R.

Pasul al treilea. Calculul derivatei lui g~ '.

Fixdm numdrul v € Io. Din |g'(v) — 1| < 1 rezultd cd

<lgm)| <

NSRON

N —

Fie & € (0,4%). Atunci, existd numirul § = §(&) > 0 astfel ca
[V—67V+5]CI(), ‘g’(v)—g/(u)‘ <€

pentru orice u € [v— 8§,v+ 6]. O estimare simplistd a marginii superioare a lui 6

este datd de incluziunea [v — 6,v+ 8] C (— %, %) , conform cdreia impunem ca

2A

fi aplicdm teorema cregterilor finite functiei
uclv—58,v+38]r— glu)—¢ O  u

La fel ca la Pasul al doilea,

lg(u1) —g(u2) — ' (v) - (u1 —uz)| < <€[ sup !g’(u)—g'(V)\> fuy —uy

v—_E8,v+8]
< €-|up —up
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pentru orice u; » € [v— 8,v+ 8], respectiv

&' )] w1 — ua] — [g (1) — g(u2)| < |g(ur) — g(uz) — ' (v) - (w1 — uo)|
< glu; — uy|

si
1
|y —up| < O lg(ur) —g(uz)[, |v—uipf <6.

Fie u; #up € [v—06,v+ 06]. Atunci, g(u;) # g(uz) i, din inegalititile precedente,
deducem cd

lg' (V) - (w1 — u2) — [g(ur) — g(u2)]| < €luy — us|

€
< - |g(ur) — g(u2)] s
e e s ()
respectiv
, Uy —up €
g\ -1 <
O i =ste | < o
si

< €
g llg W) —el

Estimadrile (A.4), (A.6) ne conduc la inegalitdtile simultane

uir—up 1

}g(ul) —g(uwa) g'(v) (A.8)

|g(u) —g(V)] < |g(u) —g(v) = (u—v)|+[u—v]|
<3u—vl, [v—u| <§.

u—vl <2|g(u) —g)l,
Astfel, fiind dat sirul (u,),~, C [v— &,v+ 8], sunt echivalente urmitoarele relatii:

lim u,=v <= lim g(u,) =g(v). (A.9)

n—r—oo n—>—+o0

In estimarea (A.8), introducem marimile

Avem

s —s() g0 S g0 lgm—a =
4e
<
- 1-2¢

Ii-9)




A Teorema de inversiune locali 89

pentru orice u € [v— 8,v+ 0]\{v}.
Variindu-1l pe €, € \ 0, deducem ci
lim = 1
i = :
u=vg(u)—g(v)  ¢'(v)

adicd, via (A.9) — folosim caracterizarea cu siruri (Heine) a limitei, vezi [16, pag.
173] —,

i & (800 =g (g0) _ 1

g(u)—g(v) g(u) —g(v) g)’

Am ajuns la egalitatea

- s o1y
Pasul al patrulea. Continuitatea lui (g~ ')".
Egalitatea anterioara se rescrie ca

-1 !, . 1
8 J)= S i
U= o)
Functia ¢! fiind continui — (A.7) — si functia
1 2 2
j € I — € |-2,—=|U|3,2
i e |-2-3]v ]3]

fiind, la randul ei, continud, functia

Jj € Jo.

oQ

va fi continui in Jj.
Justificarea s-a incheiat. 0O
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