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Prefata

In cadrul unui curs de mecanicd teoreticd intdlnim doud probleme fundamentale
privind migcarea: cea a particulei aflate sub actiunea fortei elastice — denumitd,
uneori, problema oscilatorului eliptic —, respectiv cea a particulei deplasandu-se
in campul gravitational (punctiform) al Soarelui. In ambele probleme, traiectoriile
sunt elipse. in prima, centrul elipsei se giseste pe linia de actiune a fortei [8, pag.
332]. in cea de-a doua problemad, sursa atractiei este situatd Intr-unul din focarele
elipsei [8, pag. 355].

Ne putem Intreba dacd este nevoie de tratamente diferite ale calculelor privind
elipsa pentru a aborda eficient fiecare dintre probleme. Raspunsul este nu. Paginile
care urmeaza contin o prezentare unitard a formulelor referitoare la elipsd ce sunt
utilizate In problemele mentionate anterior.

O varianta a materialului de fata a fost tipdrita la Editura Sitech din Craiova, in
anul 2023 (ISBN 978-606-11-8410-1).

Craiova, [August 7, 2023] 0.G.M.
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Capitolul 1
Elemente introductive

1.1 Planul problemei. Vectori si operatii cu vectori

Prezentarea din materialul de fatd priveste o sectiune conicd (elipsa) situatd intr-
un plan fix, planul problemei.

Utilizim formalismul puncte—vectori liberi—vectori legati din tutorialul [10, Ca-
pitolul 1]. Operatiile cu vectori, in doud, respectiv trei dimensiuni, se bazeaza pe
lucrarea [11, Capitolul 4, Sectiunea 4.7]. Astfel, calculele se realizeazd cu vectori
liberi iar in desene sunt folositi vectorii legati.

Prin E, = (]R2 x {0} ,d) — aici, d este restrictia distantei euclidiene din R> —
intelegem spatiul metric complet al punctelor din planul elipsei. Cu segmentele o-
rientate — elemente ale multimii (R? x {0}) * __ construim spatiul liniar topologic
si euclidian TR?, avand scalari din corpul IR, al vectorilor liberi din planul elipsei.

1.2 Distanta de la un punct la o dreapta

Fie reperul Z = (O, ﬁ) = Oxy, unde & = {f,j} este baza canonicd a planului
TR>.

Introducem dreapta A = A(Bo,7) — trecand prin punctul By € E> si avand
vectorul director # necunoscut (deocamdata) [5, pag. 66] —, de ecuatie carteziani
generala [5, pag. 117]

ax+by+c=0, a,b,ceR,

cua®+5b> > 0.
Fie B € A un punct oarecare si x = xp, y = yp. Relatiile

ax+by+c=0,
axp, +byp, +¢c=0



2 1 Elemente introductive
ne conduc la
ax+by+ (—axBO — byBO) =0

sila— pentru b # 0 —

a
y—ygoz—z(x—xgo). (1.1)
Pe baza estimarii (1.1), alegand convenabil punctul B, construim vectorul director
al dreptei A,
up R X — XB, X — XB,
=u=ByB= 0) = 0
() === (3250 = ()
1
- () b£0. (1.2)
b
. . . o _ -_ (0
Cazul b = 0 este cel al dreptei verticale A. Aici, optam pentru u = — j = 1)

d T

X
Aoﬁ O L\BO

_ [7xAqBo| _ |axAU+bon+c‘
u

Fig. 1.1 Distanta d = dist (Ap,A) T
ac+b-

,unde u = [u].

Notdam cu P piciorul perpendicularei duse din punctul (oarecare) Ay € E; la
dreapta A. In triunghiul dreptunghic AgPBy au loc relatiile [5, pag. 39, ecuatia



1.2 Distanta de la un punct la o dreaptd 3

(10.7)]
d = [AoP| = |AoP|- 1
= |AoP| - |versorul vectorului | - sin(£AoPBo)
Nt

= |AoP x (versorul vectorului )|
u

_ |(AoP+PBy) x

(vectorii PBy si u sunt coliniari !)

u
B |A()B()><ﬁ| B |ﬁ><A()B()| (1.3)
u u ' ’
Conform [11, Exercitiul 4.25],
R~ ! J k ui un -
MXAoBQ = ul up 0| = XB, — XA. VBo — VA .
XBy —XAq YBy — YAy 0 0 TSR Ao
— |1 B0 ™ M| g (1.4)
Uz Ygy —Yao|
respectiv
Uy Xpy — XA
]ﬁXAoBof | |12 yBy — YA,
” .
1/u%+u%
Pentru b # 0, via (1.2),
H 1 XBy — XA ‘b‘ 1 XBy — XAq H b XBy — XAg
d — _% YBy — YAg _ _% YBy — YAp _ —a YBy — YAy
142 Va?+b? Va4 b?
b
o |b(y30 _on) +a(x30 _XA())|
Va2 +b?
_ |(axg, +byg, +¢) — (axay +bya, +¢)| (Boc A)
Va4 b?
_ |aXA0+byA0 +C| (1 5)
Va?+b?

Vezi [5, pag. 121, ecuatia (2.8)].
Pentru b =0,



4 1 Elemente introductive

0 XBy — XAq
—1 yB, — ¥4,
= |xa, — x5, | ({Bo} = ANOx) (1.6)
_ |1 'xA0+0'yA0+(_xBo)|
- V0 '

-

1.2.1 Calculul vectorului AyP. Ecuatia dreptei AoP

In cazul dreptei oblice A — adicd, a- b # 0 —, via teorema lui Erhard Schmidt
[10, pag. 16] si formula dublului produs vectorial [11, Exercitiul 4.34], deducem cd

I (ﬁ XA()B()) XU

AoP = 2
. 1 _
(vezi (1.4)) =7 [ul (yBO —yAO) —up (xBO —xAO)] . (kxﬁ)
u (yBo_on)_”‘Z (xBo_on) ik
u
ui u20
uj (yB — YA )71/[2 (.)CB — XA ) = -
R e )
b? — +ab (xg, — X o
b(axgo—l—bygo—l—c)—b(axA0+byA0+c) a - -
= 212 -(Z'l—F])
_ b(axa, +bya,+c) ra - -
= — 2 D2 '(Z-l-l—]).

Astfel, vectorul v = 7 -1+ j poate fi utilizat drept vector director al dreptei AgP.
Alegand convenabil punctul C € AgP, putem scrie cd — x =xc siy =yc —

Am ajuns la ecuatia carteziana a dreptei AgP,

b
yfyA():a(xfoO). 1.7)



1.3 Intersectia a doud drepte concurente

1.3 Intersectia a doua drepte concurente

Stiind ci dreptele A; = A(A, W) si Ay = A(B, ¥) se intersecteazi in punctul N
— U X U # 0 —, ne intereseazd vectorul de pozitie al acestuia in reperul Oxy.

Introducem vectorii @ = OA, b = OB. Existd numerele A, i € R cu proprietatea
ca

ON = OA+AN =a+ 2 -4,
ON=0B+BN =b+ -7,

de unde

a+A-u=b+u-7v. (1.8)

O

Fig. 1.2 Dreptele concurente A; = A(A, ) si Ay = A(B, V).

Inmultind — produs scalar — ecuatia (1.8) cu @, respectiv cu 7, ajungem la sis-
temul algebric liniar

At (@) = (-a)n
{(u.v).u(zﬁ).u(ba).v. (1.9)

Determinantul sistemului algebric are formula
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> —(a-v)

I N S, |
e N L +(u-v)

= —|axov|* #£0.

Asadar, sistemul (1.9) este cramerian, adici existd o singurd pereche (A, L) care sd
verifice ecuatia (1.8).
Solutiile sistemului algebric (1.9) au formulele de mai jos':

(b—a)-u —(u-v) (b—a)-uu-v
L (b—a)-v —v* | |(b—a)-T v*
B —faxv?*  |uxv)
(b—a)-uu-v| |(b-a)u(d-a)v
_|b-a)vTv-w| | v-m 70 | [(b—a)xv]-(ux0)
 axv)? | x v[? B i % v]?
_ (b—a,@,ﬁzxﬁ) (1.10)
[z x T
si
w (b—a)-u (b—a)-uu-u
_|@-v(b—a)-v| |(b-a)TvuUT
= —axv?  |Jaxv)
(b—a)-u (b—a)-v
| mam v | [(b—a)xu]-(uxv)
B 7 x o) B i x o)
_ (bamixy) 0
|7 x 7|

! Vezi [11, Exercitiul 4.35].



Capitolul 2
Constructia elipsei pe baza parametrilor e,

2.1 Determinarea parametrilor a, b, ¢, p

Fiind datd dreapta L — directoarea elipsei [5, pag. 183] —, de ecuatie carteziana
x—h=0,

ne intereseazi locul geometric' al punctelor M pentru care d(M,0) = e-d(M,L).
Constanta e € (0, 1) poartd numele de excentricitatea elipsei [5, pag. 184].
Conform (1.5), avem ecuatia algebricd

P4y =e (x—h)?, 2.1
pe care o rescriem ca
(1—e*)x® +2he*x+y? = 2. (2.2)

Aici, numdrul h > 0 este o constantd.
Prelucram ecuatia (2.2), dupd cum urmeaza:

2 2he? " y? e2h?
X - X =
1—e2 1—e2 1-—¢%

respectiv

si

! Valabilitatea acestei descrieri a conicelor este demonstrati de Pappus (din Alexandria), caracteri-
zarea fiindu-i cunoscutd lui Euclid, vezi [7, pag. xxxvi, xxxviii]. Termenul de elipsd a fost introdus
de Apollonius (din Perga) [7, pag. 1xxix], care foloseste expresia e lipsd (de arie), adicd élhelnet
[7, pag. 12].



8 2 Constructia elipsei pe baza parametrilor e, 1

he \* y? (1—e*)e’h® +he* e’ n?
X+ +

1—e? 1—e2 (1—e2)2 :(1—62)2'

Astfel, am ajuns la

b\ 2
(Hl%) y?

e2h? e2h?
(1—e2)2 1—e2

=1. 2.3)

M

O P H T
Fig. 2.1 d(M,0)=e-d(M,L)5id(0,P) < 4.

Introducem numerele pozitive

2
S e e (2.4)
1—e2’ w/]—ez’ 1—eé?
Se obignuieste ca numarul a sa fie denumit (informal) semiaxa mare (a elipsei) iar
numdrul b semiaxa micd [5, pag. 186]. Pentru numadrul 2 - ¢ este utilizatd frecvent
expresia distantd focald.
De aici rezulti ca

a

b=av1—-e?, c=ae. (2.5)

Ecuatia (2.3) se rescrie ca



2.1 Determinarea parametrilor a, b, c, p 9

(x+c)? ¥
Lema 2.1. Au loc relatiile
A= -1, h+c:g. 2.7)

Demonstratie. Observam ca

22 22 22
2o e*h e*h*  e’h [ 12_1}

(1-22 1- 1-¢ [l—e
_ e*h?
_(1—62)2
si
a h he?
_ = :h
1—e¢2 +1—ez

Justificarea s-a incheiat. 0O

Conform (2.6), elipsa intersecteazd axa orizontald Ox in punctele de abscise x1 2,
unde

X12+c==a,
adica — via (2.5) —
xi=—(a+c)=—a(l+e), xx=—-c+a=a(l—e),

respectiv axa verticald Oy In punctele de ordonate yi 7, unde
2 232 4
Vo= (1= (192 28
12 a2 a2 a2

eh
1+e

Estimarile

0<x= < (2.8)

NSRS

aratd ci elipsa intersecteazd semiaxa (Ox intr-un punct P € (OH), unde {H} =
LN Ox.

Numdrul p = |y 2| poartd doud nume: parametrul (ordonatelor, elipsei) [5, pag.
2001, respectiv semi-latus rectum® [15, pag. 36].

Lema 2.2. Au loc relatiile

2 Segmentul vertical de lungime 2p avaindu-1 pe O drept mijloc este latura indltatd, latus rectum,
adica 7y 6pda mhevpd, [7, pag. clxii, 11].
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b2

p=e-h .
a

Demonstratie. Concluzia rezultd din (2.4), (2.5):

b2
— =a(l-¢é%).
~ = a(l-¢)

Justificarea s-a incheiat. O

In coordonate polare,

x=rcosH,
y=rsinf,

ecuatia (2.1) se rescrie ca
2= (rcos® —h)?,

de unde — via (2.8) —

e-h
=e-(h— 0 =—
r=e-(h—rcosB), r TFecosd’
respectiv
P —
1+ecosB’
Lema 2.3. Au loc relatiile
b? b?
e=\/1-=, h=—.
a c

Demonstratie. Expresia lui e rezultd din (2.5). Conform (2.4),

b? 2
e 1-(1-%) »
h: ¢ -ad= ‘; -a= a >
e
1-4 1-%,
bZ
N7y

Justificarea s-a Incheiat. O

2.2 Centrul si focarele elipsei. Dreptele L, L/

Rescriem ecuatia (2.6) sub forma

(2.9)

(2.10)



2.2 Centru, focare, L, L’ 11

[(—2c—x)—|—c]2 y? _1
e tp=t

Astfel, punctul M(x,y) € Ej se afld pe elipsd dacd si numai dacd punctul M'(—2c —
x,y) este pe elipsd.
Introducem punctele C(—c,0), F'(—2c,0) si dreapta L', de ecuatie carteziani

x—(—=h—2c)=0.

Punctele F = O si F’ se numesc focarele® (elipsei) iar C reprezinti centrul ei [5,
pag. 186].

L Yy L

M

(=h —2¢,0)( h C C
HT F C O=IFH <«

Fig. 2.2 Focarele O, F' si centrul C. Aici, d(M,F') =e-d(M,L).

Remarcim ci, odati cu punctul M’, pe elipsi se gisesc si punctele*
M//(_zc_xa _y)7 MW('X’ _y)
De aceea, verticala trecdnd prin punctul C, de ecuatie carteziand

x+c=0,

3 Acestea sunt focarele reale ale elipsei, conform [5, pag. 313]. Apollonius nu defineste focarele
elipsei, referindu-se la ele ca la punctele care decurg din aplicare, ©& éx tfic TapofBorfic Yivopeva
onueia [7, pag. 113].

4 Vezi si [Apollonius, I1.47] in [7, pag. 70].
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si orizontala Ox sunt axe de simetrie ale elipsei iar punctul C este centrul de simetrie

al acesteia.
Punctele de intersectie ale elipsei cu axele de simetrie® se numesc varfurile elip-

sei [5, pag. 186].
Lema 2.4. Are loc relatia
(1—e*)b? = e*(h+2c)* —4c?.

Demonstratie. Din (2.4) rezultd ci (1 —e?)b? = e?h?.
Egalitatea

e*h? = &*(h+2c)? — 4c?
este echivalentd cu

0 = 4hce® +4c*(e* — 1)
he?

Justificarea s-a incheiat. O

Conform (1.6), avem
dM,L') = |x+h+2c|, dM,F")=/(x+2c)?+y2.

Ne punem intrebarea: ecuagia d(M,F’) = e-d(M,L’) conduce la (2.2)? Rispun-
sul este da. Intr-adevir, din

(x42¢)2+y? =& (x+h+2¢)?
rezultd cd
X2+ +4c% +dex = 2x* + e (h+2¢)* + 262 (h+2¢)x,
respectiv
(1—e*)x> +y* +x- (4c —de*c —2he*) = & (h+2¢)* — 4c?.
Coeficientul lui x se rescrie ca

he?
1—e¢?

2[2(1-e*)c—he*] =2(2(1—¢€%)- — he?

= 2he?.

3 Diametrele elipsei (coarde care trec prin C) corespunzand axelor de simetrie sunt numite de
Arhimede (diametre) conjugate, ov{vyeic duduetpol, [7, pag. xlix, clxi].



2.3 dM,F)+d(M,F') si %f/))

Termenul liber are, pe baza Lemei 2.4, expresia e>h>.

13

2.3 Suma si raportul distantelor de la punctul curent la focare

Vom stabili identitatea®

L Yy

M

H F C O

Fig. 2.3 d(M,0)+d(M,F') = 2a si 41100 — _ li=vu|

d(M,0)+d(M,F") = 2a.
Relatia

\ (x+2¢)2 4y =2a— /x> +)?

este ridicatd la patrat, obtinandu-se ecuatia

A tex=a*—a/x2+y2.

6 Vezi [Apollonius, II1.51, 52] in [7, pag. 118].

@2.11)
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Apoi, via (2.7), respectiv (2.5), avem

a2 +y2 =b* —cx=d>*(1— %) — aex,
respectiv
4yt =[a(1-e*) - ex]2 =a*(1—e*)? +e*x* —2ae(1 — &)x
= ?h? + &*x* — 2he*x.
Ultima estimare ne conduce la (2.2).

Mai departe, vom proba identitatea

d(M,0) |l — xp]
= . 2.12
A F) ~ T — ()] @12

Conform (1.6), avem
dM,L) = |xg —xm| = |h — xuml,
respectiv
d(M.L") = |y —xu| = [(=h—2¢) —xm| = [2(h+c) — (h—2x)]-
Concluzia rezulta din (2.7), de indata ce observam ci

d(M,0) e-dM,L) d(M,L)

dM,F) e-dM,L') dM,L)

2.4 Intersectiile paralelelor la axa mare a elipsei, duse prin
varfurile acesteia, cu dreptele L, L’

Reamintesc estimarile (2.8).

Lema 2.5. Fie punctul N', de coordonate {xo,yo}, situat pe elipsd. Atunci, (si) punc-
tul N, de coordonate {x,y}, unde

_ _hx
= h—x¢° h
cuh=—,
_ _hy 2
Y= "Thoxy

se gdseste pe elipsd. In plus, punctele N, O, N’ sunt coliniare.

Demonstratie. Au loc egalititile

x+c)? 2 1 h
(h—2x0)?- {“‘2)+22 - 1] = ?(chfZCxofhxo)eri — (h—2x0)?
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= = Delh—x0) ~ h(xo +O)P + T2 — (h—250)?

X0 +¢)? z 4c? ch
=i {(OCB)JFZ(Z)] +?(h—xo)2—4g(hfxo)~(xo+c)f(h—2xo)2
4(a*—b?)
2

4p?

=+ (h—xo)z—?(h—xo)(xo—kc)—(h—Zxo)z

a
=h*+4(h—x 2 4 h—x0)- (h+c¢)— (h—2xp)?
= 0)" = —3 (h=x0) - (h+¢) = (h—2x0)

b2
- T(h —x0) — (h—2x0)*
= I +4(h—x0)* — 4h(h — x0) — (h — 2x0)?
=0.

=12 +4(h—x0)*

F'C O T

Fig. 2.4 Punctele N, O, N’ sunt coliniare si OP 1. NN, respectiv CN' L PN'.

Presupundnd cd xo # 0, observam ci

Yo
y=—"4X
X0
adicd punctul N se afli pe dreapta N'O.
Justificarea s-a Incheiat. O
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Introducem punctele P, N' € E; cu coordonatele

xp=nh, Xp = —c,
yp= b7 Yo = b.
Atunci,
hxg he b? b*c
XN =X = — = = =
N h—2xg h+2c ﬁJrC a?+c?
p
si

b
h+2c  a®+c2

IN =

Lema 2.6. Fie m = % Sunt valabile egalitdtile

2m 1 —m?

WAy eTe WE et

Demonstratie. Remarcdm cd m = ¢ si

2m 2a%¢ a?—c?
—_—a = - 0= ——--C
m2+1 a2+ c? a+c? 7
respectiv
1—m? 2—a?
1 4+m? a+c?

Justificarea s-a incheiat. O
Introducem vectorii
a=a-i, b=b-]j.

Lema 2.7. Fie n = 1. Avem reprezentdrile’

@:mﬁJrn@,

respectiv
N — m—nvVm?+n*—1 s n+mvm?+n?—1 3
m2+n2 m2—|—n2
Si

7 Vezi formulele (5.15), (5.16).
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— m+nvm?+nz—1 7+n—m\/m2+n2—1 5
.a .

CN =
m2+n2 m2+n2

Demonstratie. Observim cidm = "¢ si

CP=CO+OP=c-i+OP=--a+h-i+b-j.

QI

Apoi, folosim Lema 2.6.
Justificarea s-a incheiat. 0O

Lema 2.8. Triunghiul PON' este dreptunghic, cu ipotenuza PN'.
Demonstratie. Au loc relatiile
@ =d*+d*(1—-e*)? +a*e*(1—¢?)
2o bt 5, 2
= — 1 —
a“e”+ 2 +a“e (1—e)
= P2+ W + b2,
respectiv

2
== AR+ =P+ + (P +b%) = ]W|2+ |op|?
— |vp|>.

Justificarea s-a incheiat. O

2.5 Hiperbole echilatere trecand prin centrul de simetrie al
elipsei

Fie punctele P, Q € E,\Ox, de cordonate

{XP:xla {XQ=X2,

yp =Jy1, Yo =Yy2,

astfel incat
xy y1 1
X oyl = ey g, (2.13)
01 X2+cCcy

Observam ca restrictia (2.13) se citeste ca necoliniaritatea punctelor C, P, Q. Vezi
[5, pag. 126].

Introducem numerele reale p, ¢, nenule, si hiperbola echilaterd ¢, trecand prin
C, de ecuatie — conform [5, pag. 240] —
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(x+c+p)(y+q)—pg=0. (2.14)

Cerem ca Q, P € J7,.

P
F' C 0 —(A+o) 95
—(q

Fig. 2.5 Hiperbola echilaterd de ecuatie (x+c+ p)(y+¢) — pg =0, unde p < —c, g > 0, este
determinata de punctele necoliniare C, P, Q. Asimptotele sale sunt paralele cu axele de simetrie
ale elipsei. Dacd varful V; se afld 1n interiorul elipsei, atunci hiperbola va avea patru puncte de
intersectie cu elipsa.

Au loc egalititile

X1 +c¢
Y1

X2 +c¢
q=—(x2+c)— °q,
»2

p=—(x1+c)-
respectiv
(02 —x1)y1y2 = [2(x1 +¢) —yi1 (2 +¢)]g
si

_ lez(xz —xl)
xi+eyi|
X2+cy

2.15)

Apoi,
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p=—(x+c) (1+q)—(x‘+c)(x2+c)(y2_y1). (2.16)
1 X1 +cyi
X2+cy2

Lema 2.9. Hiperbola 7,, admite cel putin doud puncte de intersectie cu elipsa.

Demonstratie. Fie {x,y} coordonatele unui prezumtiv punct comun. Atunci,

D X+c
v gt P4 _ 4 ),
X+c+p X+c+p
respectiv
_e? 7
1= +b——(x+c) ;+b2(x+c+p) '
De unde,
e
(ot pP =a? (bt p) - (a0,
respectiv

2
(x+c)* +2p(x+c)* + [pz —d? (l - lqﬂ)} (x+¢)? —2pa®(x+c¢) —a’p* =0.

Am obtinut ecuatia algebricd in necunoscuta z,

1
H2p P ﬁ(pzb2 +¢*d® — azbz) P =2pa*-z—a’p? =0, 2.17)

unde z =x+c.

Produsul ridicinilor, in C, ale ecuatiei fiind —a®p? < 0, deducem ci mdcar doud
dintre acestea sunt numere reale.

Justificarea s-a incheiat. [

Planul E; este Tmpartit de cdtre dreptele cu ecuatiile carteziene
x+c+p=0
si
y+g=0

in patru cadrane pe care le numerotim cu I,; — V), in sens trigonometric, incepand
cu cadranul

x+c+p>0,
y+g>0.
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Presupundnd cd
p=—9<—q
avem —g < —bsi —(p+c) >a—c. Astfel, niciun punct de pe elipsd nu se gaseste in
cadranul IV, al planului E». In concluzie, ramura hiperbolei 5¢,, din acest cadran

nu intersecteazd elipsa, hiperbola si elipsa avand doar doud puncte comune.

Lema 2.10. Daci a < b\/2, atunci existid numerele reale p,q, cu p < —c,q > 0,
astfel incat hiperbola %q sd intersecteze elipsa in patru puncte distincte.

Demonstratie. Cum < 2, fixdm numerele €, g > 0 suficient de mici Tncat

cz+( +e?) 2c+¢2 AN e <1
i 2 tp)tTaEE <y
Adica,
(c+q+€?) c+82+1 <1
q a? b? 2
Introducem numirul p = —c — £ si obtinem ci

2

= (—p+ \/W)er = (—q— Pla)
= [V (Vi va)] g [va (v i)
(J%f) (ol )<2<| o (B )

c+e?
2(c+q+82)< 5 +q><1

b2
Varfurile® V1,2 ale hiperbolei J%),, se gisesc pe dreapta de ecuatie carteziani
x+y+c+p+g=0.

De unde,

Ov,+9)’=-pg, €T
Varful V>, situat in cadranul 1V),,, are coordonatele

{xv2 =—c—p++/Iplg,
W,

plg.

8 Vezi [17, pag. 66].



2.5 Hiperbole echilatere prin C
Am obtinut cd
(xv, + c)? y‘2/2 1 2 1 2
2 ‘tepT2 (—P+v |P|CI> T (—q— \P|Q) <1,

deci acest varf se gdseste in interiorul elipsei®.
Justificarea s-a incheiat. O

9 Vezi sectiunea 3.3.

21






Capitolul 3
Constructia elipsei folosind raze conjugate

3.1 O pereche de raze conjugate

Introducem cercul € = € (C,a). Fie M un punct oarecare al elipsei.

N’ Y

— —
Fig. 3.1 Razele CM si CM' sunt conjugate. Dreapta A, paraleld cu CM’, ii este tangentd elipsei in
punctul M.

Verticala trecand prin M, de ecuatie carteziana

x—xy =0,

23
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intersecteaza semicercul superior al cercului % in punctul N. Rotim cu 90°, in sens
trigonometric, dreapta CN si obtinem dreapta CN’, cu N’ € €. Verticala prin N’ in-
tersecteazii semi-elipsa superioard in punctul M’. Spunem ci segmentele CM, CM’

.y | —

— i, informal, directiile CM, CM’ ori vectorii legati CM, CM’ — sunt raze conju-

gate (ale elipsei) [2, pag. 2].

Au loc relatiile
CN = ON—0OC = (xni+ynJ) — (xci+yc]) = (emi+ywJ) — (—)i
= (xm+c)ityn-Jj

si

a® = |CN|* = (s +¢)? +33

Cum xps € [—a(1+e),a(l —e)], avem xps + ¢ € [—a, a], respectiv

yn = sign(yy) -1/ a® — (xp +¢)*.

Cerem ca, atunci cand nu se suprapun, punctele M si N sd fie in acelasi semiplan in
raport cu axele Ox, Oy.
Conform (2.6),

Vo, 2
yM:aiz[a —(XM+C)],
deci
) a a
yn = sign(yuy) - |)];M| =3 M- (3.1)

Lema 3.1. Fiind date numerele o, B € R, cu o + 2 > 0, vectorii

(2(.B)) {fo‘b’ff&]:’ﬁ

formeazd o bazd ortogonald, pozitiv orientatd, a planului TR?.

Demonstratie. Observdm cd

respectiv

(3.2)

=

X

N|

I
RO~
= O~
S = =

I

<I
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Justificarea s-a incheiat. O

Lema 3.1 arati cd perechea &2 (xM +c, %),

CN = (xy +c)-i+ St J, (33)
CN' = —%M i+ (xpy+c)-J, ’

este pozitiv orientatd in TRZ. De asemeni, ca raze ortogonale 1n cercul €, cele doui
directii verifici relatia CN x CN” = a° - k.
La fel ca anterior,

ON' = OC+CN' = (—c)i+ [J%memﬂ

a = -
=— (c—!— %) i+ (xp+c)j.
Verticala N'M’, de ecuatie carteziand

X=Xy :x—i—c—l—ayTM =0,

intersecteazi elipsa in M’, de unde

[ — (xpr +)? +y12w/ _ & Yar
- a b2 b2 b
respectiv
ylzw - yzzw _ (XM+C)2
o &2
si

b
| = = -l +c.
a

Cerem ca, atunci cind nu se suprapun, punctele M’ si N sd fie situate in acelasi
semiplan in raport cu axele Ox, Oy. Astfel,

sign(yy) = sign(yy:) = sign(xyy + ).

Obtinem relatia

QS

ywr == (xp +c). (3.4)

Via (3.1), (3.4), am ajuns la formulele

{m:(xM+c)-i+yM-j, (3.5)

CM' = (—8M) i+ 2(xpy+¢) -]
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Lema 3.2. (Invariantii! elipsei) Au loc relatiile®

[CM|* + [CM|* = &+ 12,
|CW X W’ =ab.

Demonstratie. Observam ca

2 2
|cM |+ [ci|* = <1 + (Z) (xp +¢)*+ (1+a> Yir

respectiv

k
CM xCM' = M+cC Ym 0| =
: 0

Justificarea s-a incheiat. O

Lema 3.3. Fiind date numerele a1, 0p € R, cu ap > 20 > 0, existd §i sunt unice
numerele reale a, b, cu a > b > 0, astfel incat

a-b=aqy,

Ele au formulele:

a=

-<\/062+2(X1 +\/062—2(X]>

N =

Si

b:%~<\/a2+2(x1—\/a2—2a1).

Demonstratie. Observam ca

(a+b)2:a2+2061, (a—b)2:a2—2a1.

1

! Matricea o = (‘g 1 ) pe care o vom asocia elipsei, admite valorile proprii A, = b2 > A =
2

a~? > 0. Invariantii matricei, 4, + 4> si A - A2, sunt intr-o relatie biunivoci cu numerele a® + b2,
ab. Vezi si [5, pag. 235].

2 Prima relatie apare 1n [Apollonius, VII.12, 13, 29, 30], conform [7, pag. 228], iar cea de-a doua
in [Apollonius, VIL.31], dupd [7, pag. 235]. Vezi si [5, pag. 280].
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Justificarea s-a incheiat. O

Introducem dreapta A care trece prin punctul M al elipsei si are vectorul director
CM'. Ecuatia ei se scrie ca

OM, = OM+A -CM’

A - Ab _
= (XM—ba'yM>i+ |:)’M+a'(xM+C):| j, AER.

Aici, M, este un punct oarecare al dreptei.
Ne intereseaza intersectiile dreptei A cu elipsa. Astfel, presupunind céd M, se afld
(si) pe elipsd, avem

1 La S| Ab 2
S \am——wmtc) 5wt —Gute)| =1,
a b a

b2
respectiv
1 [A%a , ra 1 [A%p? 2, ,Ab
Z [ bZYM_ZbYM(xM+C):| T {az(xM‘FC) +2ayM(xM+C)] =0.
Ajungem la

2 [Gate? v

de unde rezultd cd M este singurul punct pe care 1l au in comun dreapta si elipsa.
Asadar, dreapta care trece prin extremitatea razei CM si este paraleld cu raza con-

jugatd a acesteia, CM’, ii este tangentd elipsei>.

3.2 Baza reciproci a bazei {CM,CM’}. Matricea o

Introducem vectorii®

c=CM, d=CM 3.7)

§i> — via Lema 3.2 —

3 Conform [Apollonius, 1.17, 32] in [7, pag. 22]. in teoria generald a conicelor, aceastd proprietate
a razelor conjugate este folosita la definirea lor. Vezi [5, pag. 278, 279] si comentariul [7, pag. 41]:
diametrul unei conice (cu centru) conjugat cu o directie data.

4 Folosesc caracterul ¢ pentru a evita confuzia cu semi-distanta focali c.

5 Vezi [2, pag. 6], [11, Exercitiul 4.40].
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C= |E><3|2 T a2bh? [dzé_ (EE)EJ’ (3.8)
respectiv
— (exd)xe 1 [, .
. exd @b [cd - (e-d)e]. (3.9)
Y Y

cazul xrp;y +¢=0

— —_—
Fig. 3.2 Razele conjugate CM si CM’ sunt perpendiculare daci si numai dacd se suprapun peste
axele de simetrie ale elipsei.

Perechea {C, D} este unica bazd pozitiv orientati a planului TR? pentru care
c-c=1, D-¢=0,
{C~d_0, {D-d:I. (3.10)

Ea se numeste baza reciprocd a perechii {€,d}.
Conform (3.5), avem

b —a?
ab

ym(xar +c). (3.11)
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Astfel, razele conjugate {€,d} sunt ortogonale dacd si numai dacd fie yy = 0 fie
xpm +c=0. Vezi si [5, pag. 282].
Au loc relatiile

d*c¢—(c-d)d = [ijZM + Z—i(xM + c)z] [ + €)i+ yur ]
(vezi (3.11)) — v 7a2yM(xM+c)« [[1)[;Mi+ z(xM+c)j} :
Coeficientul vectorului i este
(xm+c)- [Ziy,zw+ Zi(xM—&-c)z} — bzﬁ;azyM(xM+c) : (—‘WTM>

b? xy+c)?
= 4o ) =Pl ) [ ]

= b*(xp+¢).

Coeficientul vectorului j este

2 2 2_ 2
a b b”—a b
M- bzy%,[Jraz(xMJrc)z] - ym(xp+¢) - [a(xMJrc)]
2 22
a XM+ ¢ y
= ﬁ)’}?w +ym(xm +¢)* = a’ym {(az) + bzg]
:ClzyM.
Asadar,
— 1 < ;
C= = [bz(xM+c)l+a2yMﬂ
XM+C = Ym =
= WIE (3.12)
Mai departe,
_ — ayy- b -
d—(c-d)e = [(xu+c)* +yy]- —%iJra(xMJrc)j
b* —a?

o om o ) - [ +c)i+ymjl-

Coeficientul vectorului i este

b2_ 2
(_EYM) G+ +yy] - aba yu - (o +c)?

__as b 2 _ (o +¢)* | iy
__ZyM_EyM(xM—'_C) = —abyy {az—i_bz
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= —abyy.

Coeficientul vectorului j este

Yu(xm +c)

2
g(xM—i—c)- [P+ %] -2

ab
+ 2 2
= ab(xy +¢) [(xMazc) + 2"{]

=ab(xpy +c¢).
Asadar,

- 1 = -
D= ey [—abyyi+ ab(xy +c)]]

Ym - )CM+C -
=—— - J. 3.13
ab ot ab J ( )

Introducem matricea o € .#>(R) cu formula [2, pag. 7, 12]

o=CC+D®D. (3.14)
Stim ci matricea®
este matricea

a este simetricd, inversabild, (strict) pozitiv definitd. Inversa ei

a'=c®c+dod.

Au loc relatiile

xpytc M
a xp+c Y, ab y, +
= AMTC IM _ M XmMTC
o= ( a? b ) + ( ab  ab )
M xptc
b2 ab
(e yu(te) i _ ym(xmte)
at a’b? a2h? a2b2
= +
wmlbmte) Yy _ombm+e) (o)
a’b? bt a2b? a’b?
Lo
2
- (% 1). (3.15)
b2

Fie P un punct oarecare de pe elipsd. Atunci, conform (3.5),

CP-aCP = (xp+cy )(“12 O) <xP+C)
=P F 0 b% yp

6 Vezi [11, Exercitiul 4.49].
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i~
2 b yp P b2

= (% %) (+) _beto? v
1

(3.16)

3.3 Caracterizarea elipsei in baza {CM,CM'}. Puncte exterioare
elipsei

Fie M un punct oarecare, fixat, al elipsei si baza planului TR? formati cu vectorii
{€,d} din (3.7).

M

Fig. 3.3 Punctul P, unde CP = m-CM +n-CM’, este in exteriorul elipsei dacd si numai dac#
2, 2
m®+n°> 1.
Lema 3.4. Fie P € E; si numerele m, n € R cu proprietatea cd
CP=m-C+n-d. (3.17)
Atunci, punctul P se gdseste pe elipsd dacd si numai dacd’

m?+n®=1. (3.18)

7 Numerele (1 —m)e, nd reprezinti abscisa si ordonata lui P in calculele lui Apollonius, vezi [7,
pag. clxi, clxii].
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Demonstratie. Au loc relatiile

_ _ _ _ b _
CP = m [(xy + )i+ ymj] +n [G}Z;Mi+a(xM+c)j}

na - nb .
= [+ )~ "] 7y [myma(ch)} 3

respectiv
OP = OC +CP
_ b _
= [m(xM+c)—@—c} i+ [myM+r;(xM+c)] -j (3.19)
si
xp+c)?  yA 1 naypy1?2 1 nb 2
B3 = 5 [t )= 5] 5 [+ S+
oo o[t g
:m2+n2.

Observam cad urmatorul sistem algebric liniar — in necunoscutele m si n, cons-
truit via (3.19) —

{ (xm+c)-m+(—51) -n=xp+c,
ym-m+2 (o +c)-m = yp
este cramerian, determinantul sdu fiind dat de relatiile

[t ]

vt o

M %(XM +c)

= ab.
Asadar, orice punct P = P(xp,yp) din planul elipsei este reprezentat in mod unic de
perechea {m,n}.

Justificarea s-a incheiat. O

Mai departe,
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Lema 3.4 ne aratd cd punctul P se gdseste pe elipsd dacd si numai dacd are loc
(3.16).
Pentru punctul P, din planul elipsei, introducem numirul® R > 0 astfel incat

CP-aCP =R*
si punctul N € (CP cu
_ 1 —
CN = —-CP.
R

Observim cd N este punctul de intersectie dintre semidreapta (CP si elipsi.
Asadar, punctul P se gdseste in exteriorul elipsei dacd si numai dacd N este situat
intre C §i P, adica R > 1.

3.4 Constructia elipsei

Fie C € E; un punct oarecare, fixat, si & = {E,E} o bazd pozitiv orientatd a
planului 7R?.
Introducem punctele M, M’ € E; pentru care

— —
CMecc, CM ed
si numerele 7', U, V, W € R cu expresiile

T =|CM

., U=I|CM'|, V=(CM,CM".k), W=CM-CM'
Astfel, avem urmadtoarele restrictii privind aceste numere:

{T, U,V >0, (3.20)

T2. U2 =VvI4+ W2

Orientarea bazei & implicd pozitivitatea lui V, acest numdr fiind proiectia vectoru-
Iui CM x CM' pe directia k. Identitatea lui Lagrange,

|CM x CM'|” = [CM | - [CM|* - (CM -CM")

produce egalitatea din (3.20).
Pasul 1. Introducem numerele a, b € R, cu a > b > 0, pentru care

a-b=V,
A+ =T?+U%

Formulele de calcul ale acestor numere sunt date de Lema 3.3.

8 Matricea o este (strict) pozitiv definita.
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Lema 3.5. Au loc relatiile

b<T,U<a. (3.21)

. o - . A . -
Fig. 3.4 La reconstituirea unei elipse, cireia ii cunoagtem razele conjugate CM si CM’, nu vom
putea recupera optiunea initiald privind alegerea unuia dintre focare drept origine a axelor de co-
ordonate.

Demonstratie. Egalitatea din (3.20) ne permite si introducem unghiul® ¢ € (0, )
astfel Tncat
V=TUsingp, W =TUcos¢.
in contextul Lemei 3.3,
a =V, aw=T*+U>
Observam ca

2a* = o + 4/ 0F —4a?,

respectiv

9 Acesta este unghiul dintre directiile CM si CM’.
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02 —40} = (T +U?)’ —4720%sin ¢ (3.22)
— (T2 — U2)2 +4T2U%cos?
si
o4/ 02 —4a} > T*+U*+|T? - U?| = 2max {T?,U*}.

Asadar, T, U < a.
Mai departe, sa presupunem ca

U=min{T, U} <b.

Introducem numirul € € (0,1) cu U = &b si remarcim ci

Vv Vv
>

T: " =z = =
Usino — U

>a,

™

ceea ce contrazice prima parte a demonstratiei.
Justificarea s-a incheiat. 0O

Pasul 2. Introducem numirul ¢ > 0 cu ¢ = a2 — b2.
Pasul 3. Vom construi formule privind numerele (inca necunoscute) x, y, z, w € R
si versorii ortogonali (incd necunoscuti) i1, j; astfel incat

CW:X’;I er’jlv
CM' =z-ij+w-j|.

Lema 3.6. In contextul restrictiilor (3.20), sd presupunem cd existd numerele w, z €
R cu

Z+wr=U%

Atunci, numerele reale x,y, cu formulele

_Vw+Wz ~ Ww-Vz
g YT
verificd ecuatiile
2y =T2,
xw—yz=V,
xz2+yw=W.

Demonstratie. Au loc relatiile
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wi+2  VEI4w?

1
Ay = — (VAW + (W2 VAP = (VE+W2)

U4 U4 U?
=72
respectiv
1 w?+2?
xw—yz:ﬁ(sz—i—sz):V 2 =V
si
1 22+ w?
xz+yw:m(Wz2+Ww2):W e =W.

Justificarea s-a incheiat. O

Lema 3.7. In contextul restrictiilor (3.20), sd presupunem cd existd numerele x, y €
R cu

x2+y2 =712

Atunci, numerele reale z, w, cu formulele

_ Wx—Vy _ Vx+Wy
=T YT
verificd ecuatiile
24wk =U?,
XW—yZ:V,
xz+yw=W.

Demonstratie. Au loc relatiile

1 X4yt Vigw?

2w = = 2HVH (VWY = (VWP =i =
=U?
respectiv
1 X2 +y?
W —yz = ﬁ(vxz‘*‘v)’z) =V—7r =V
si
1 X2 +y?
xz+yw:ﬁ(Wx2+Wy2):W =W

Justificarea s-a incheiat. 0O
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Lema 3.8. In contextul restrictiilor (3.20), sd presupunem cd am fixat numerele
reale x, y, z, w care sd verifice (simultan) concluziile Lemelor 3.6, 3.7. Atunci, pere-
chea de vectori &\ = {i1, j, }, cu formulele

indeplineste conditiile

i 7 T . - CMxCM
| =ii|=1, @-j; =0, i1><j1:+.

Demonstratie. Au loc relatiile
S owh yz—,z WY
Jii] :W\CM| +W;CM1 —ZW(CMCM)
2 2 2
R U S Vxy+ Wy
VWay 4+ W2y?
T2

w

1
= |:W2T2—|—y2U2—2

1 [(Vx+Wy)? VWxy+ W22
-1 {Mﬂz[]zzmy]
Vv T? T2

1
= pagz (VX W) +y2(TU)? = 2(VWay + W2y?))

1
= g (V4 W2 32 (V2 W2) = 2(VWay+ Wy?)
V2X2 +y2V2 )C2 +y2

V272 = T2 =1,

respectiv

S AN S SN S A —

7] :W\CM| +Wyczwy —2.5 (CM-CM')
7 x? szfoy

:WT2+WU2727V2T2 w

w? Z—Vny]

1 22 2772
:V2|:ZT+XU—2 T2

T2 T?

L {(W)c—Vy)2
V2

W22 —VW
+x2U2—2xy]

= V21T2 [(Wx—Vy)? +x*(TU)* = 2(W?x* — VWaxy)]

= V377 [(Wx—Vy)2 + 2 (V2 +W?) —2(Wh? — VWxy)]
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B V2x2—|—y2V2 B x2_|_y2 B

vare 72 I

Mai departe,

i1 Jy
wx+zy

WZ =2 VX 2 S —
:—Vﬂau|fvﬂaw|+ % (CM-CM')
O oWZ_o X5 o owx+zy wzl?+yxU? W
T Ry LU v e - R V5 A UL )
1 [(Vx+Wy)(Wx—Vy) s W (V24 Wxy Waxy—Vy?
Iz T2 Ut T T e
1
=~y [(Vx+Wy)(Wx—Vy)+ (UT)zxy} + V272 (VX2 +2Wxy —Vy?)
1 w
T [(Vx+Wy)(Wx—Vy)+ (v? +W2)xy] + V272 (Va2 +2Wxy —Vy?)
1 2 2 2 2 2
= —W(VWX —VWy~ +2W=xy) + VT2 (Vx~ 4 2Wxy —Vy?)
4 2 2 4 2 2
=~y (Vx* = Vy” +2Wxy) + Va2 (Vx4 2Wxy —Vy?)
=0.

in sfarsit,

WX —yz

- —— . CMxCM
i Xy = M (CH X T = = =

1%

Justificarea s-a incheiat. O

Pasul 4. Ne intereseazi doar cazul a # b. Vom introduce numerele x,s, yyr € R
care si verifice urmitoarele ecuatii

(xp+c)?+yy =T2,

N2 2
Mot =, 323
b2 2, a2 2 (3.23)
aT(xM+C) +m=U7,
b27a2

Soym(xm +c) =W.

Incepem cu observatia ci sistemul algebric liniar

X+Y=T2
(3.24)

X Yy _
2tp=1

este cramerian si are solutia
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AT - P P—T?)

X = 2 T T2

De asemeni, conform Lemei 3.5, numerele X, Y sunt nenegative.
La randul sdu, sistemul algebric liniar

{X+YU2
atp =1

(3.25)

este cramerian si are solutia nenegativd

i et i WY (Vi

X = % R, )

Egalitatea a®> 4+ b> = T? + U? ne permite si remarcim ci sistemele de ecuatii
(3.24), (3.25) au aceeasi solutie.
Fixdam numerele xjs, yyr € R pentru care

20232
(xur +0)* = G2,

P2(2—T2
y12\4 = Eg_bg )7 (326)

sign (v - (s +¢)) = —sign(W).

Astfel, perechea {X, Y}, cu X = (xp +c)? §i Y = y3,, este unica solutie a sistemelor
de ecuatii (3.24), (3.25).
Au loc relatiile
a* b?
T*-U* = [(xp+¢)* + i) - L]zyjzw + ?(XM +c)2]

<Z§ >yM (xpr + €)% + a*b* [WJF?H
(Zi+2 )yM(xM+c) +a2b2[(xM+C) +y%,,}
(a2 b)yM(XM—|—C) g% {( +% 2

B :a26d)b2}’M(XM—|—c):2+a2b2 {W+f‘gr

N ?E;;bzyM(mu+wg:2+(abyl[(mé;fﬂz+_§@}z

— _aZabeyM(XMJrc):z+V27
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de unde — via (3.20) —

2 2

a-—b
W|=VT2U?-VZ= “Jym(xm +¢).

ab

Conform celei de-a treia dintre restrictiile (3.26), avem

o
ab

W= cym (xpr + ).

Pasul 5: alegerea numerelor x, y, z, w. Introducem numerele

xX=xy+c, Y=ym. (3.27)
Au loc egalititile
22
. Wx—Vy  EoCyy(xm+c)? —abyy
T2 (XM+C)2+y12w
b2_ 2 2 _ 2b2
N Ul C TR — (3.28)
ab (xm+¢)>+y3,
Cum
(xm +¢)? Y12v1_1
a? »
avem
Xp +cC 2
=2 e

si

2 b2
(xm+¢)? +yi = (o +¢) + b {1()””;)} = (xm+c)? <1a2> +b?

_ _le (5% — a®)(ung +¢)* — b7 (3.29)
Din (3.28), (3.29), obtinem

aym
= 3.30
z 5 (3.30)

La fel,
)
Vx+Wy ab(xy+c)+ b Y (m +¢)
w = =
T2 (xm+¢)>+y3y
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_xmtc ab* + (b* — a*)y}, _Xmtc a*b* + (0* —a*)y}, .,
@ @(1-3) g P @R

. a’b? + (b* — az)ylzw
a*b* + (b* — az)yjzw

(xm +¢)

(xm+c). (3.31)

QNS QI

Pe baza relatiilor (3.27), (3.30), (3.31), ajungem la

{CM: (m+e)-ii+ym-ji,
CM' = 3% Gy 4+ Y (v +¢) -y,

adicd la corespondentele expresiilor (3.5).

Formulele de calcul ale versorilor 71, j; sunt date de Lema 3.8. Introducem ver-
sorii

— — < -
i1 €TCR?, i €y, 71€TCR2>71611-

Dreptele A (C, 71) — trecand prin punctul C si avand vectorul director i; — si
A (C, 71) sunt axele de simetrie ale elipsei. Focarele F = O si F’ se giisesc pe Ay,
de o parte si de cealaltd a centrului de simetrie C, la distanta ¢ (de acesta). Focarul
O este extremitatea vectorului

%
CO=c-T,eTR

Axa de coordonate Ox este chiar dreapta A;. Axa de coordonate Oy este dreapta
trecand prin O si avand vectorul director j;.

Constructia elipsei, plecand de la o pereche de raze conjugate!? ale ei, s-a in-
cheiat. Trebuie ficuti observatia urmitoare: daci vectorii € si d de la inceputul sec-
tiunii reprezinti, in locul unei baze oarecare a planului 7RR?, directiile unei perechi
de raze conjugate ale unei elipse pe care dorim si o reconstituim, atunci nu vom
putea recupera optiunea initiald privind originea O a axelor de coordonate: F sau
F'. Aceasta pentru ci numerele x;;, yys care verificd ecuatiile (3.23) si (3.26) nu sunt
unice! Mai precis, avem doud perechi de numere, cu care construim solutiile

g +e,ymy,  {=Gm+e), —yu}.

Evident, aceasta optiune nu afecteaza desenul elipsei.

3.5 Verificarea formulelor din Lema 3.8

In contextul expresiilor (3.5), au loc relatiile

10 Vezi [Apollonius, 1.56, 57, 58] in [7, pag. 48 si urm.], [3, pag. 203].
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S -
— Vem - Lewr
=y %

Q(XM+C) - - VM ayy- b _
7(17‘ . -77' M e 0
= b [(xm + )i+ ymj] b [ ) l+a(XM+C)J:|

s +0)?=  ymbm+e)=] | [y ymlom+o)=
:[ 2 T e |t et T e
= 7(XM+C)2+& .;:;

a2 b2
si
— Z— X—
| = —~CM+—CM'
J1 v +V

aym
_ b Py mte | _ams b =
=t [Gom + )i+ ymj] + = [ Lt ()]

a? b2 )

Formulele din Lema 3.8 au fost extrase din sistemul algebric liniar
(i1 j1)-T=(CM CM'),
adica
(i 7)) = (CM CoFF) - T,

unde



Capitolul 4
Constructia elipsei folosind matricea o

4.1 Valori si vectori proprii

Fie & = {€,d} o bazi pozitiv orientatd a planului TR?, * = {C,D} baza sa
reciprocd si matricea

a=CxC+D®D c .4 (R).

Ne intereseazi gésirea (eventuald) a numerelor A € R pentru care existd directii
(nenule) @ € TRR? astfel inct

ou = Au. 4.1)
Introducem numerele m, n € R cu proprietatea ca
u=m-c+n-d.
Ecuatia (4.1) se rescrie ca
mC +nD = (Am)e+ (An)d,
respectiv ca

1

(Am)e+ (An)d = W {m|d*c—(c-d)d] +n[c’d—(c-d)e|}
Cc X
_ md? fn(EE)E_'_ —m(c-d) +nEg
lexd|’ lexd]”

Obtinem sistemul algebric liniar

43
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d? ). *(E'g), -0
(|c><d|2 >m+|c><d|2 n=9,

4.2)
—(cd) [ =
o "t (|c><d|2 ’1) n=0.
Determinantul sistemului este dat de relatia
2 —(€d)
‘EXE'Z A |E><3|2
—(E-E) 2
|c><d|2 ‘Exd‘
1 - — _
= —— [(2-2fexdl’) (-nfexd]’) - €a)].
e xd|
Valorile proprii A sunt, asadar, solutiile ecuatiei algebrice
[exdl' A2 —[exd|’ (+d) -2+ a2~ (€d)°] =0,
pe care o rescriem ca
lexd| - A2 = (P +d?) - A+1=0. (4.3)

Discriminantul ecuatiei (4.3) este nenegativ, cici
(2022 4lm w12 2, 2\2 4202 (2 22
Ay = (P +d*) —4lexd| > (P +d*) —4cd” = (¢ —d°)".

Atunci, valorile proprii 41 2, cu A1 < Ay, ale matricei & sunt numere pozitive, care
pot fi exprimate folosind invariantii elipsei — vezi Lema 3.2 —

11722 {c2+d2i\/(c2+d2)2—4‘cxd‘2 .

2]exd|’

Introducand aceste valori 1n prima dintre ecuatiile (4.2), obtinem formulele vec-
torilor proprii u. Astfel, presupundnd cd €-d # 0, un vector propriu corespunzind
valorii proprii A; este dat de expresiile

=7 2 _
u = ¢ ﬁz'é-i- %—11 -d
e xd| [exd|

=— {z(c.d)c+ {d2c2+\/(c2+d2)24]cxdﬂ d} (4.4)
2|exd|

iar un vector propriu corespunzénd valorii proprii A, este dat de expresiile
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cd _ d? -
€ xd| e xd|
1

=— {2(c~d)c+ [dz—cz— \/(c2+d2)2—4]c><dﬂ d}. (4.5)
2|c><d|

Observam ca — vezi (3.22) —
A = (—d?)’ +4(c-d)’.

Astfel, vectorii uy p sunt (simultan) nuli ! daci si numai daca

c-d=0, c=d. (4.6)
Aici, elipsa devine cerc.
Au loc relatiile
1 _ _
) = ——— {4(E-d)2c2 122 (d*— 2 — /Ay
4cxd|

+2(c-d)Xd* -+ /Ay)

+ {(d2—c2)2— [(c2+d2)2—4|éx3}2”d2}
= 4@ dPE 4 A - )
4cxd|

[—acd® + 4fexd|’| )

+

= % {4(c-d)*d* + [-4(c-d)*] d*}

4lexd|

deci vectorii proprii, corespunzdnd unor valori proprii distincte, sunt ortogonali.

4.2 Constructia elipsei

Introducem numerele a, b > 0 astfel incat?

1 1
a=—>b=

VAT VA

"In cazul©-d =0, cel putin unul dintre vectorii dati de formulele (4.4), (4.5) va fi nul. Aici, putem
folosi ca vectori proprii vectorii {¢, d }.
2 Ne intereseazi doar cazul A # As.
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si versorii ortogonali

LY
) ]2_|ﬁ2|

- . - .
Fixdm punctul C € E,. Atunci, dreptele A3 = A(C, i 2) si Ay = A(C, 72), unde
i, j2€TcR?, i2€10, j2€Jo
sunt axele de simetrie ale elipsei.

Folosim perechea de raze conjugate {a- i2,b- 72} C T¢R? pentru a construi
elipsa.

4.3 Reconstituirea elipsei

in contextul formulelor (3.5), (3.7), avem®

a'b:|5x3|,
a4 = +d°.

Conform Lemei 3.3,

a:% {\/c2+d2+2’c><d’+\/c2+d2—2|c><d@

si

b—;[\/c2+d2+2]c><d|—\/c2+d2—2|c><d|},
de unde
azzé(c2+d2+\/A7), =

Observam ca

(c2+d2— \/A7) .

N =

b= (@ d VA, )—L’?Z—i
' 2fexdl Y T &

si

3 Ne intereseazi doar cazul Ay, > 0, adicd A; # Ay. in caz contrar, vezi (4.6), elipsa devine cerc.
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1 1
A= S +d?+4/A —.
2 ’C % d’ ( ) 2a2b2 b2
Mai departe,
Al:(a2+b2)2_4a2b2:(a2—b2)2,

respectiv

b2
2_c?4+4/A [bzyMJr (xM+c)2][(xM+c)2+y12V,}+a2b2

a 2 b 2, .2 32
= ﬁ_l Yu+ —2—1 (xm+c)*+a"—b
+¢)
e L” 1
- (@ >[b2 RJi
si
22 a’ 2 b 2 2., .2 2 32
d”—¢"—\/4, = {bﬂM*'az(xM‘i‘C)]—[(xM“‘C) +yu] = (@ = %)
2 2
(azbz){m@wml}.
Au loc relatiile — vezi (3.11) —
=7 212 42 2 B
m:cd7 a*—b {yM(xM—i-c) +1]d

20T 22 | 2 2

b2 _ a2 _
= gy M (xp +¢) [(xar + )i+ ymJ]

112—b2 v (ar+c)? aym- b -
] o]

bz_az 2— 2 ¥ () —.
- {wyM(xM“) 2a0° M [bﬂg_tﬂﬂ}}l
a—b* [yl (xy+c)? -
24°b [b[g_ 2 Etl@irols

a

b? a2

b2
+ {3b3YM(XM +c)+

Coeficientul vectorului i se reorganizeazi ca

b — a2 5 a* — b2 3 a? —b? 2 a* — b?
s Y+ e)T = e s ym (€)= sy
a2_b2 2_b2 3 a2_b2

WyM(xM_FC) 2ab5 "M a3 MM
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) 2 2 22
a—b (xm+c)* vy a*—b

— MR .
2ab? yM[ 2 Tt ab® M

Coeficientul vectorului j se reorganizeazi ca

a—b? a —b? 5 a*—b
gy M) = gy O Sy bt o)
2 g2 2 2
@b e Vi
T 243 (xM+C)[ a? _|—b72_1 =0
Am ajuns la*
— a2_b2 =
MIZ—WyM'la

deci vectorul propriu uy este coliniar cu versorul axei de simetrie Ox.
Apoi,

_— E-gé+a2—b2 )i_(xM—Fc)z_l 5
27 22 2a2b? | b? a?

_{bzgz ziczz—b2 |:y%/[(xM+C)21:|}i

a3b3 yM(xM +C)

2a0° "M | B2 a?
b2 —a? ) a? —b? yjzw (oM + 0)2 —
+ {(l?’bg’yM(XM+C)+ 2(13[9 |:b2_ a2 —1:| (XM+C)}]

Coeficientul vectorului i se reorganizeazi ca

a’ —b? {_ (xp +c)? B v

2ab3 IM a? bz+]] =0

Coeficientul vectorului j se reorganizeazi ca

22 2 2 22
a“—b (xm+c)* vy a-—b
~ 3y M) [azW“ = ap o)
Am ajuns la
22 B
M2:*W(XM+C)'J,

deci vectorul propriu u, este coliniar cu versorul axei de simetrie Oy.

4 Cum Ay >0, avem a > b, deci iy # 0.



Capitolul 5
Comentarii

5.1 Ecuatiile tangentei si normalei la elipsa in punctul curent al
acesteia

Find dati matricea & — pe baza relatiei (3.14) —, punctul P (oarecare) de pe
elipsd verifica ecuatia (3.16), adica

To-org=1, unde 7y =CP. 5.1

Introducem dreapta A = A(P, 7) — trecand prin P si avand vectorul director ©
— cu ecuatia'

F=To+A-T7, AER.

Aici, 7 = CP,, unde P, este un punct de pe A.
Ne intereseazd intersectiile dreptei A cu elipsa. Avem ecuatia algebricd, In varia-
bila A,

(Fo+A-0)-a(Fo+A-7) =1,
care se rescrie C.‘%l2
(T- ) A% +2(T- aFg) A + o - 0Fg = 1,

respectiv ca — matricea o este (strict) pozitiv definitd —

A[R*-A+2(v-aF)] =0, unde R =7 - om. (5.3)

! Aceasti formulare este, evident, echivalenti cu

OP,=0P+LA-5, AcR. (5.2)

2 Vezi (5.9).

49
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Aici, R > 0.

Fig. 5.1 Normala la elipsa de matrice o, in punctul P, are vectorul director # = oCP. Tangenta la
elipsd, in acelasi punct, are vectorul director v = k x aCP.

Observam ca dreapta A ii este tangentd in P elipsei dacd si numai dacd ecuatia
(5.3) admite solutia dubld Ay 2 = 0, adica dacd si numai daca

v-ory =0. (5.4)
Mai departe, pentru A # 0 — deci P* # P —, restrictia anterioard devine

1
7 (F—T7o) - oFg =0,
respectiv

F-org=To-0rg = 1.

Cum a7y L v 1n (5.4), putem preciza vectorul director al normalei la elipsd care
trece prin P, si anume

u= Qory.

Remarcim cd u - (% X ﬁ) = 0, deci putem desemna drept vector director al fan-
gentei la elipsd care trece prin P vectorul
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T =k X Q.

In contextul relatiilor (3.5), via (5.2), (1.2), ajungem la ecuatia carteziand gene-
rald a tangentei la elipsi care trece prin P, pusi sub forma?

(pte)-(x+e)  ypy

- =1 (5.5)

unde x =xp_, y = yp,. Vezi si [5, pag. 196, 272].
Apoi, folosind formula (1.2), obtinem ecuatia carteziand generald a normalei la
elipsd care trece prin P,

—a’yp- (x+c)+b*(xp+c)-y+ (a® —b*)(xp+c)yp = 0.

Vezi si [17, pag. 64].

5.2 Completarea perechii de raze conjugate

in contextul* ecuatiei (2.6), introducem dreapta A, data de ecuatia (5.5).

Ne intereseazi intersectiile® acestei drepte cu elipsa. Presupunand ci punctul P
nu este varf al elipsei, au loc relatiile — aici, {x, y} sunt coordonatele unui punct
comun —

b2
= [1 - (XP‘LC)Z(”C)] , (5.6)
yp a
respectiv
(x+e)?
1= 2 +b2
_ bt B [1 (xp + )(x+ )r
a? y3
(x+c)?
= 1+ px) (xp+c)? —% %(xp—i—c)(x—i—c)
b? (x—i—c)2 (xp+c ya
:E. > —123 ——2 %’(xp—i—c)(x—i—c)

3 Spunem ci aceasti ecuatie a fost obtinuti din (2.6) prin dedublare [17, pag. 62].

4 Am construit, in sectiunea 5.1, ecuatia carteziani a tangentei la elipsa folosind matricea o a aces-
teia. La randul sdu, matricea ¢ a fost definita, in (3.14), cu ajutorul unei perechi de raze conjugate.
Calculul care urmeaza introduce tangenta la elipsd pe baza unei ecuatii carteziene, independent de
orice pereche de raze conjugate.

5 Vezi si [7, pag. xcvil.
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b , b? b
:m(x—i—c) —&—g—Z%(xp—I—c)(x—l—c)
si
D (4 P+ = 2xp )+
2 = (o) +a xp+c)(x+c).
Apoi,
¥
0= (x+¢)>—2(xp+c)(x+c)+d (l_bg>
= (x4¢)?=2(xp+c)(x+c)+ (xp+c)?
= (x—xp)*

Am ajuns la solutia dubld x; = xp. De unde, via (5.6), obtinem y; » = yp. Asa-
dar, dreapta A ii este tangentd elipsei in punctul P.
Fie P un punct (oarecare) al elipsei. Are loc relatia (5.1). Ciutdm punctul P,

situat tot pe elipsd, astfel incat razele {CTlg, cpP } sd fie conjugate.

Cerem ca vectorul CP' sd fie coliniar cu vectorul director al dreptei A. Astfel,
introducem numirul R’ > 0 cu proprietatea c°

w-aw=(R)?,  undew=kx aF. (5.7)

Atunci, 7o X W = k, razele {70, % ~W} sunt conjugate, de unde

_>/ 1
CP EI?'W.

Lema 5.1. Razele conjugate {70, % -W} pot fi scrise sub forma

CP=m-¢+n-d,
(5.8)

CP =—n-¢+m- 3,
unde coeficientii {m, n} indeplinesc condifia (3.18).
Demonstratie. Observdm cd

CP'-aCP = (—n-€+m-d)-(m-C+n-D)

6 Formula (3.15) a matricei « este independentd de orice pereche de raze conjugate. Introducind
vectorul 7, vezi (1.2), al dreptei A din (5.5), observim cd — pentru yp # 0 —
yp _

w:—bfz-u.
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respectiv

CPxCP = (m*+n*)- (e xd) =t xd.

Asadar, vectorul CP' din (5.8) este perpendicular pe directia normalei la elipsd in
punctul P iar perechea {CP7 CP' } este pozitiv orientatd. De unde rezultd ca

1 _
Justificarea s-a Incheiat. O

Formula (5.7) generalizeaza expresia (3.2). Intr-adevir, in cazul cercului (C,R),
unde R?> = o> + B? — cu notatiile originale —, avem matricea o = R~2- I, si au loc
restrictiile (4.6).

5.3 Impiirtirea coardei in jumatsiti

Fie razele

c=CM, d=CM

si punctul P, fixat pe segmentul (CM). Introducem dreapta A = A(P, 7), trecand
prin P, paraleld cu CM’.
Ne intereseaza intersectiile dreptei A cu elipsa. Astfel, au loc relatiile

(Ae+ud)-a(Ae+ud) =1,
unde CP = A - € si numirul A € (0, 1) este fixat, respectiv
CN=CP+u-d, ueR.
Desfacand parantezele7, obtinem
(d-od)-u*>+2A(€-ad)-u+A%E-ac) =1,
respectiv
p242A(C- ad)u+ A% =1. (5.10)

Ecuatia algebrica (5.10), in variabila u, are discriminantul

7 Matricea « fiind simetrici, este valabili egalitatea

[SY|

c-ad=d-oc. (5.9)
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Ay =4[1-2242% (€ ad)’| >0,

deci admite rdddcinile reale {1 5.
Observim ci punctele de intersectiei cu elipsa, N §i N’, ale dreptei A sunt sime-
trice fatd de P dacd si numai dacd

M1+ 2 =0,
adica®

d-ac=¢-ad=0. (5.11)

Fig. 5.2 Coarda NN', paraleld ctﬂeapta CM'’, este impirtitd in doudl pirti egale de dreapta CM
daci si numai daci razele CM si CM’ sunt conjugate.

Restrictia (5.11) afirmd ci dreapta CM’ este perpendiculari pe normala la elipsi
in punctul M. Asadar, punctul P este mijlocul segmentului [NN'] dacd si numai dacd
razele {E d} sunt conjugate®. Vezi [2, pag. 3], [5, pag. 279].

8 Fiind date doui diametre, dac3 unul dintre ele injumititeste coardele paralele cu celilalt, atunci
si acesta va Injumatdti coardele paralele cu primul [Apollonius, 1.15], conform [7, pag. 15]. De
asemeni, [Apollonius, 1.47, 48] in [7, pag. 37].

° Lui Arhimede ii era cunoscut faptul ci segmentul CM injumiititeste coardele paralele cu tangenta
in M la elipsa, vezi [7, pag. li, IL.4].
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5.4 Tangente la elipsa dintr-un punct exterior acesteia. Cercul
Fermat-Apollonius

Fie punctul P € E,, exterior elipsei, dat prin relatia (3.17). Aici,
m*+n* > 1. (5.12)

Ne intereseazi — dacd existd — punctele N si N’, de pe elipsd, prin care trec
tangentele din P la aceasta. Introducem vectorul

7 =CP

Fig. 5.3 Punctele P, exterioare elipsei, din care se pot duce tangente ortogonale la aceasta, alcatu-

iesc cercul € (C, Va?+ b2> .

Au loc relatiile

unde — vezi Lema 3.4 —
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F=cos@-c+sing-d, ¢ €10,27),
respectiv
ar=cos@-C+sing-D
si

m-cos@+n-sing =1,
{0052¢+sin2¢ =1. (5.13)

Presupundnd cd m # 0, sistemul algebric (5.13) ne conduce la ecuatia

1 —nsing )’
(nsmq)) +sinfQ =1,
m
care se rescrie ca
(m*+n?) -2 =2n-z4+1—m> =0, unde z = sin @. (5.14)

Lema 5.2. Stiind cd are loc restrictia (5.12), ecuatia algebricd (5.14) are rdddcinile
reale si situate in [—1,1].

Demonstratie. Discriminantul ecuatiei este
A, = 4n* —4(m* +n2) (1 —m?) = dm*(m® +n> —1) > 0.
Solutiile au formulele
1
12 = o S (n:l:m\/ m? +n? — 1) .
Estimarea
lz12] <1
este echivalentd cu
‘n:l:m\/nm‘ < m® 4 n?.
Prin ridicare la patrat, obtinem
n*+ 2nm\/M— m? < m2n? —|—n4,
respectiv
:&:an\/nm < 112(m2 +n?— 1) +m?

si
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2
(n m2+n2—1:|:m> >0.

Justificarea s-a Incheiat. O
Conform Lemei 5.2, am ajuns la

l—nsing 1 <1 n2j:mn\/m2+n2—1>

m? +n?

cosQ =
m m

mFnvm?+n?—1

m? 4+ n?
in concluzie, punctul N’ este dat de formula
7o=CN =mgy-C+ng-d

m—nvm?+n?—1 - n+mvVm?+n?—1 3

mZ —|—l’l2 m2_|_n2

iar punctul N de formula

7 :CW:m1~E+n1-E
_ m+nvm?+n*—1 c n—mvVm?*+n?—1

m? 4 n? m? +n?

Am introdus punctele N, N’ astfel incat

— 2Vm2+n?t—-1 , -
CNXClew'(CXd)7

adicd perechea {CW, CN' } sd fie pozitiv orientatd in planul conicei.

Lema 5.3. Avem relatia

W1 _
7 A (—n-¢+m-d).
m? 4 n?

Demonstratie. Observdm cd

NN =7y —7 = (mo—my)-c+ (nop—mny)-d.

Justificarea s-a incheiat. O
Introducem vectorii

m - n

. c .
7 \/m2+n2 + \/m2+n2
dy=——1_.¢ m__.
! \/m2+nz + \/n12+n2

Al

c1 =

Conform (5.8), razele {c|,d; } sunt conjugate. Remarcim ci

57

(5.15)

(5.16)
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@HE}, NN’ HE]

De unde, dreapta CP imparte in doud jumdtditi'® coarda NN'. Astfel, este gene-
ralizatd urmdtoarea proprietate a cercului: dreapta care uneste un punct exterior
cercului cu centrul acestuia este mediatoarea coardei avand drept capete punctele de
contact cu cercul ale tangentelor la acesta duse prin punctul exterior.

Dreapta NN’ se numeste polara, in raport cu elipsa, a punctului (polului) P. Vezi
[5, pag. 275] si [1, pag. 68].

Pana la finalul sectiunii, consideram razele conjugate suprapuse axelor de sime-
trie ale elipsei,

E (5.17)

—N
SWNl
[
SIS
I
SRS
. =

Au loc relatiile

m? +n?
[ (mzjrn2 1>+m2+n2 m2+n2_1} b
respectiv
PN =CN —-CP
_ [m(mi_l)”wm]
+ [n(mzinz—l>—m2’j_n2 m2+n2—1}-b
si
- | 2 " 2
PN-PN' = mz(M—l> _(m2+n2 m2+n2—1> ].az

1 2 m 2
2 2
| (1) - (Rl =1) |
m* +n*—1 20,2 2 212 [20,2 2 21 12
:W{[m(m +n°—1)=n’] @+ [n*(m* +n* — 1) —m*] - b*}
m?+n
2, .2
+n2—1
:%~[(m271)(m2+n2)-a2+(n271)(m2+n2)-b2]
m?+n

10 Vezi [Apollonius, I1.29, 30, 38] in [7, pag. 66].
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_mz—l—nz—l
T om24n?
_m2+n2—1
o m? 4 n?

{ [(ma)2 + (nb)z] - (a2 +b2)}
|[eP* = (@ +5?)).

De aici rezultd ci locul geometric al punctelor P pentru care PN L PN’ este
cercul € <C, \/az—f—bz). El poartd numele de cercul Fermat-Apollonius, vezi [1,
pag. 13].

5.5 Tangente la elipsa dintr-un punct exterior acesteia.
Proprietati de izogonalitate ale elipsei

Rimanem in contextul Sectiunii 5.4. Baza & a planului TR? este dati de relafi-
ile (5.17).

Lema 5.4. Stiind cd are loc restrictia (5.12), sunt valabile inegalitdtile
m>+n?> <. ‘m:l:n\/mz—i—n2 - 1’ :
a

Demonstratie. Plecand de la inegalitatea

(Jm| = 1)* >0,

deducem ca

(m*+n?) - (m*+1) > 2|m| - (m? +n?)
si

(m? +n*)* = 2|m|(m* +n?) +m? > n?(m* +n> — 1),

respectiv

(m2—|—n2 - \m|)2 > [n\/nmr
si

|m* +n* — |m|| > |n|v/m2 +n?—1.
Observim ci, daci |m| > m? + n?, atunci
Im| € [0,1],

respectiv 1 > m? +n®. Asadar,
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’mz—i—nz— |m| =m? 4+ n* —|m|
si
m* +n* > |m|+\n|\/nmz ‘mj:n\/rm‘
Justificarea s-a incheiat. O

Lema 5.5. Avem egalitatea
(m+n\/m2+n2 — 1) : <fm+n\/m2+n2 — 1) = (n?—1)-(m*+n?).

Demonstratie. Desfacem parantezele din membrul stang si redistribuim termenii.
Justificarea s-a incheiat. O

Fig. 5.4 Punctele P, exterioare elipsei, din care se pot duce tangente la aceasta perpendiculare
pe (cate una dintre) dreptele ce unesc punctul cu focarele, alcituiesc cercul ¢ (C,a). Aici, CP =
m-a+n-bsin<0,respectiv OP | PN si F’/P 1 PN'.

Au loc relatiile

PN = CN - CP

! {[m+n\/nm-m(m2+n2)}-ﬁ

T om2+n?
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+ {n—m\/mz—l—nz— 1 —n(mz—i—nz)} -E}
— L (w1t (men/m 2 —1) )

m? + n?
si
PO=CO-CP=—[(m~%)-a+nb,
a
respectiv
— m?+n?—1
PN x PO = -K—n—l—m\/mz—&—iﬂ—l)n—(m—i—n\/mz—i—nz—l)

:7M[m2+nzf§<m+n\/fm)}'(axg> (5.18)

o ) 2_1
PN-P :w[(—n—l—m\/mz—l—nz—l) (m—g)a2

m? +n?

+ (m+n\/m2—|—n2— 1) nbz}
= M . [fmn(a2 —b)+ca (nfmm)

m? 4+ n?

+ (m*a® + n’b*)/m2 4+ n? — 1}
/m?2 2_ 1
= u-{—mncz—l—ca (n—m\/m2+n2— 1)

m? 4 n?

+ [mPa® +n®(a* — )|V m? +n? — 1}
/m2 2_1
_yman -1 [ca (n—m\/m2—|—n2—1) —nc? <m+n\/m2—|—n2— 1)

m? +n?

+ a*(m* +n?)/m? +n? — 1]
/m2 2_1
= %-{{azvmz—i—rﬂ—l {mz—i—nz—E <m+n\/m2+n2—l)]
a

m? +n?
+ ca (m+n\/m2+n271) \/m2+n271}

+ca (n—m\/m2+n2— 1) —nc? (m+n\/m2—|—n2—1)}
) 2_]
= u-{azvmz—&—nz—l [mZ—&—nz—E <m+n\/m2+n2— 1)}
a

m? 4 n?

+ can(m® +n*) —nc? (m—i—n\/ m2+n2— l)}
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2 2_1
_Vmitni—1 (w2 = <m0 1)]
a

212
><<a2 m2+n2—l+can). (5.19)
Analog,
PN' =CN' —-CP
:——%.{[wmm].m[fmﬂm]@}
si
W:W_@:_[(m+g).a+n.5],
respectiv
PN’ x PF’
= 7”":;:’;_1 ot 2+ S (m—nv/n2 42 1) | (@ xB) (520
si
PN'-PF’'
><<a2 m2+n2—1+can). (5.21)

Lema 5.6. Egalitdtile
PN-PO=PN' -PF' =0 (5.22)
sunt valabile dacd i numai dacd n < 0 si'!
CP| =a.

Demonstratie. Lema 5.4 arati ci unul dintre numerele PN - PO, PN' - PF' este nul
dacd si numai dacd ambele sunt nule, respectiv numerele sunt nule dacd si numai
dacd

aVm2+n2—1+can=0.
Astfel, ajungem la n < 0, respectiv — prin ridicare la patrat — la

a*m? + b*n? = a>.

11 Aceastd proprietate reiese din [Apollonius, I11.49, 50], vezi [7, pag. 116].
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Justificarea s-a incheiat. O

Presupunem ci'> P ¢ € (C,a). Expresiile (5.18), (5.19), (5.20) si (5.21) ne con-
duc la

PN x PO PN’ x PF' 1 (7><E)
— = = — -(a
PN -PO PN' . PF’ avm?+n?2—14can

b _

- X
avm?+nt—1+cn

Asadar, tangentele duse din punctul P, exterior elipsei, la aceasta fac unghiuri
egale cu dreptele ce unesc punctul cu focarele. Vezi [1, pag. 10, Theorem 1.3] si
[Apollonius, II1.45, 46] in [7, pag. 114].

P

N/

' C O r L

Fig. 5.5 Punctele P, exterioare elipsei, pentru care dreapta ce uneste punctul cu unul dintre focare
este perpendiculard pe dreptele ce unesc focarul (respectiv) cu punctele de contact ale tangentelor
duse din punct, se giisesc pe dreptele L, L. Aici, punctele N, O, N’ sunt coliniare $i PO 1. NN'.

Presupunem ci'> n? # 1. Au loc relatiile

|ﬁ|2 = (mf 2)2a2+n2b2

12 Conform (5.22), (PN - PO) - (PN - PF") #0.
13 Situatia n> = 1 este tratati in Lema 2.7.
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2p? 2D+ —2mea

= m*a* + ¢* — 2mea+n*b?* = m*a® +n*(a

(m*+n*)a* — 2 (n* —1) —2mca

a® [m2+n2 ¢ (m+n m? +n? )]
a

+ac<m+n\/m2—|—n2 ) (n* —1) —2mca

) {m2+n2

;(m+n m?+n* — ]
+ac< m+ny\/ m?+ n? ) An?-1),

respectiv — vezi Lema 5.5 —

\Ef =d’ [mz—l—nz—g(m—&—n\/mz—knz— 1)]
. (nz— 1)(m2—|—n2)

m+nvm?r+n?—1
= [mz—l—nz—g(m—i—n\/mz—i—nz— 1)}

[2 (n* — 1ac }
X la”+ .
m+nvm?+n2—1

—32n*-1)

Apoi,

ON x OP = —ON x PO = — (PN — PO) x PO = —PN x PO
I — _
_ym =] {mz—l—nz—g (m—l—n\/mz—l—nz—l)}-(ﬁxb) (5.23)

m? +n?
si
ON-OP = —ON-PO = —PN-PO+|PO|’
~/m2 2_ 1
:_u{m2+n2_£<m+n,/m2+n2_1)}
m? +n? a
X<a2 m2+n2—1+can)
¢ (n* — 1ac
+[m2+n2—f<m+n\/m2+n2—l>} : {az—&— }
a m+nvVm?+n?—1
= m2+n2—£(m+n\/m2+n2—l>}
i a
[ Vm?+n?—1 ( 5
—————(a

m? +n?

X | —

m2+n271+can) +a®+

(n* — 1ac
m+nvm?2+n?—1

= —m2—|—n2—£ <m+n\/m2—|—n2—1>}
I a
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a’ vm?+n?—1 (n* — 1ac
75 —can > 5+

m-+n m-+n m+nvm?+n?—1

= [mz—i—nz—E (m—i—n\/mz—i—nz—l)}
a

a’ vVm?+n?—1 (n* - 1ac
X | —5—— —can—si5—— ————
m* +n m*+n _(2=1)(m4n%)
L —m+n\/m24n?—1
i 2_
= mz—i—nz—f(m—l—n\/mz—i—nz—l)} L4 (5.24)
L a m? +n?

Mai departe — via Lema 5.3 —,
OP x ON' = OP x (ON +NN')
) W/ Ry R | _
:—ONXOP+%WX(—n~E+m-b)]
m?+n

S s | _
— ONxop+ Y t" Cm]~(a><b)
a

2 2
e 27
21221 : 7
A i (et )] (axB) (525)
m=+n a
si

OP-ON' = OP- (ON + NN") = OP- ON + OP-NN'
2

= [szrnz— ¢ (m+n\/m2+n2— 1)} g —cam +OP-NN,
a

m2_|_n2

respectiv

2vVm?+n?—1
m2+n2
2vVm?+n?—1

= Ay [Tl =) +can] =

OP-NN' = [— (m— 2) naz—l—nmbz}
2vVm? +n? —1

o (—mnc2 + can)

si
OP-ON’
ala—cm) 5 o cla—cm) ST 5
+2\/m2+n2—1
m2+n2

2

a —cam.{m2+n2_£<m_nm)}, (5.26)
a

- m2—|—n2

(—mnc2 + can)
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Lema 5.7. Egalitdtile

OP-ON =OP-ON' =0 (5.27)
sunt valabile dacd si numai dacd m = % adicd
PelL.

Demonstratie. Lema 5.4 arati ca unul dintre numerele OP - ON, OP - ON' este nul
dacd si numai dacd ambele sunt nule, respectiv numerele sunt nule dacd si numai
dacd

a* —cam = 0.

Justificarea s-a incheiat. 0O

Presupunem cid> P ¢ L, n> # 1. Expresiile (5.23), (5.24), (5.25) si (5.26) ne con-
duc la

ONxOP  ON'xOP miini—1

= = -(axb)
ON - OP ON'-OP ala—cm)
bVm+nr—1 T
o a—cm '

In concluzie, dreapta ce unegte punctul P, exterior elipsei, cu unul dintre focare
face unghiuri egale cu dreptele care trec prin focarul respectiv si prin picioarele
tangentelor duse din punct. Vezi [1, pag. 12, Theorem 1.4].

5.6 Proprietatea optica a elipsei

Fie PQ, unde Q € F'O, normala la elipsd, dusi prin punctul P. Notim cu R
si S picioarele perpendicularelor pe dreapta PQ, duse din focarele F’, respectiv O.
Evident, triunghiurile RF’Q si SOQ sunt asemenea, de unde

d(F',PQ) _|F'R| _|F'Q|
d(0.PQ) ~ [os|  [og]

(5.28)

in contextul egalitdtilor (2.11), (2.12), au loc relatiile

xpt+c

() ()
0 17]7 yp ye

b2

oCP

14 Vezi [14, pag. 121, Exercise 14].
15 Conform (5.27), (OP-ON) - (OP-ON') # 0.
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XP+C s yp =
+b2 J

a?
si
F'P=O0P—OF = (xp-i+yp-j)— [(—2¢)-i
= (xp+2¢)-i+yp-J,

respectiv — via (2.7) —

L i jk 5 )
F'PxaCP = xP+2Cyp0 _ |:(XP+2C)yP_(xP—|—2C)yP:|.k
xptc yp 0 b a
a? b2
yp _ ~
- W [(a* = 8%)xp + c2a® = )] -k = 2b2 [Pxp+c(a®+c)] -k
a +c - c2 -~
o (e 05 Eor i s ()5
=7 [ — (= ] k (5.29)

—_—

PU

R\ \C
FO\- O x

Fig. 5.6 Normala PQ, la elipsi, este bisectoarea interioard a unghiului OPF’

si— via (2.10) —
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i ok
OP x aCP = xp yp 0| = XP}Z’P _ (xPJrzc)yP} T
a? b2
2 2
= 2 [0 T C P -
= [a xp—>b (xp+c)] .kiypﬁ (xpc) X
c? _

= Vp g (xp —h) -k (5.30)

Presupundnd cd P & Ox, pe baza egalititilor (1.3), (5.29), (5.30), avem

d(0,PQ)  |OPx aCP| lh—xp| _ d(P,0)
d(F'.PQ) ~ [FPxaCP| | —(h—xp)| d(PF)
_ [pol (5.31)
|PF"| '

Din (5.28), (5.31) rezulta ca
o7
P

S
(S

OF'|’

Astfel, conform reciprocei teoremei bisectoarei (interioare), deducem ca dreapta
PQ este bisectoarea interioard"® a unghiului OPF'. Vezi si [5, pag. 199], [1, pag.
8].

5.7 Intersectia normalelor la elipsa duse prin punctele de
tangenta N si N/
in contextul formulelor (5.15), (5.16), au loc relatiile
7=CP, (5.32)

unde — via (1.10) —

(71 — 70,011,010 X 0671)

|O£70 X 0671‘2
si—via (1.11) —

(71 — T, 01, 0Ty X 0671)

H= |OCI70><OC?1|2

16 Aceastd proprietate reiese din [Apollonius, I11.48], conform [7, pag. 116].
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Apoi,
oFi=m;-C+n;-D, ic0,1,
respectiv
oFy X o) = (mony —myng) - (éxﬁ) =9. (6><5) ,
unde
g ="M
ny n

P/

Fig. 5.7 Normalele la elipsi, duse prin punctele de contact cu aceasta ale tangentelor PN si PN’,
se intersecteazd tn P'. In cazul cercului, punctele O, C, F', P’ coincid.

Calculim produsele mixte in baza!’ {é, d,cx E} a spatiului 7R3,

(F1 —To, T 1, Ty X OF )

| (F1 —7o)-€ (F1 —70) -d 0
= edexd) (ari)-c¢  (ar)-d 0 -
(€.d,exd) 0 0  2-[(CxD)-(exd)]

17 Vezi [11, Exercitiul 4.32].
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1 (F1—Fo)-€ (F1—Fo)d O
= ——2 mj niy 0
[cxd| 0 0 9
_ 9 ) (71 —"7o0) € (F1 — 7o) -d‘
lexdl> | m g
si
7 |(Fi=Fo)-€ (71 —70)-d|

(71 —Tp, Or, 0T X 0671) =

exal® | mo o
Baza #* = {C,D}, a planului TR?, fiind pozitiv orientati, avem

1

CxD=[CxD| k=——=k,
[cxd|
de unde
A:i. (71—70)~E (7‘1—7‘0)~d’
7 mi ny
si
[.L:i~ (?1—?0)-6(?1—?0)-3
9 mg no
Lema 5.8. Are loc egalitatea
o mg ng __2\/m2—|—n2—1
~|myng| m24n?

Demonstratie. Se observa cd

mony —mino

1
= m-{[mn—(nf—&—nz) m2+n?— 1—|—mn(m2—|—n2—l)}

— [anr (m? +n®)\/m? +n? — 14 mn(m® +n* — 1)} }
1
= e . { [mn(m2 +n%) — (m* +n?)V/m? 4 n2 - 1}
- [mn(m2 +n?) 4 (m* +n*)Vm? +n2 — 1} } :
Justificarea s-a Incheiat. O

Via Lemele 5.3, 5.8, deducem ca
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2 = l (71 —7())-6 (71 —70)-& . i —NN’-¢ —NN'-d
9 my ni 9 mp n
_ |(—n€+md)-€ (—nc+md)-d
- n ni
= [—nn1c2—|—(mnl) -(€-d)] — [~(mn)- (c-d) —|—mm1d2]
= (mny4+mn) - (€-d) —nnyc® — mm,d*
mn—m*Vm?+n2—1 mn+n2Vm2+n2—1 _ -
= 2.2 + 2.2 -(¢-d)
mc—+n mc—+n
nz—mn\/m2+n2—1c2 m? +mn m2+n2—1d2
m2_|_n2 m2+n2
2mn+ (n*> —m*)Vm2 +n>—1 _
mc—+n
mnm2+n2—1, , 5 n’c¢?+mPd?
- T @) ——
m2+n2 m2+n2
si
b= 1 |(ri—7y)-€(F1—F0)-d| _ 1 |-NN"-€—NN'"-d
9 mo no 9 mo no
_ |(~ne+md)-€ (—nc+md)-d
o mo ng
= [—nnge® + (mno) - (€-d)] — [~ (mon) - (€-d) +mmod*]
= (mno +mon) - (¢-d) — nnoge? — mmod*
mn+m*vVm?2+n2—1 mn—n*Vm?+n?2—1 _ =
= 2. 2 SR (€-d)
m=—+n m-+n
n+mnvm? +n?—1 2 m? —mnvm?+n2—1 2
— ¢ — d
m2+n2 m2+n2
2mn+ (m?> —n*)Vm2+n2 -1 _ -
— (-d)
m2 +n?
mnvm2+nt—1, , ,  n’c¢2+m’d?
- T (P -
m2_|_n2 m2+n2
Mai departe,
1 — _ _
a?,- = | E|2 -{[m,-d2—nl- (Ed)] 'E+ [—mi (Ed) +n,‘C2} d},
¢ X

unde i € 0, 1, respectiv

F=To+A-ar

71

(5.33)

(5.34)

(5.35)
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- 2-{mo\éx3\2+l[modz—no(é'a)]}'é

+ ——{no[exd* + 2 [-mo (€-d) +noe?] } -d.
cxd

Coeficientul vectorului —— - € este — via (5.33) —

|E><J|
mo |2~ (¢-d)’|
+ [mod2 —ng (EH)] . [(mnl +mn) (6-3) —nnyc? — mmldz]
= —mmom, d* +mo(1— nnl)dzc2 + [mo(mny +myin) 4+ nommy d? (6-3)
+nngn; €2 (Eﬂ) — [mo + no(mny +mn)] (5-3)2.

Coeficientul vectorului —— - d este

|Exd|
22 (=72
no {c d>—(c-d) }
+ [—mo (E-a) —i—nocz] . [(mnl +mn) (E-E) —nnyc? —mmldz]
= —nnon; c* +np(1 —mml)czdz + [no(mny +min) + monn; | ¢ (Eg)

+mmomyd® (€ d) — [no +mo(mny +myn)] (6-3)2.

Lema 5.9. Sunt valabile egalitdtile

m(1 —n?)
mmony; = mo(1 —nny) e
i
1— 2
nnony :no(l—mml):%.
Demonstratie. Observam ca
2 20,2 2
m=—n=(m*+n°—1) m 2 2 )
o = (m?+n?)? T2y =)
si
mo(1—nny)
_ 2 2_1
I o )
m 2 2.2, 2 m 2, .2 2
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Justificarea s-a incheiat. O
Lema 5.10. Sunt valabile egalitdtile

n(1+2m*—n?)

mo(mny +min) +nomm; =
( ) e

i

m(n* —m?+2)

mg + no(mny +mn) = o

?

respectiv

m(1+2n* —m?)

no(mny +mn) +monn; =
( ) g

n(m?* —n*+2)

no + mo(mny +mn) = P

Demonstratie. Observam ca

mg(mny +mn) + nomm;

= ot (e 1) [ (/2 1)

(m2 +n?)?

+n (m+n\/m2+n2—l)} +m<n+m\/m2+n271) <m+n\/m2+n27 1)}
! 5 {(m—nm) {2mn+(n2—m2)m}

pGET

+m {mn(m2 + 1)+ (m* +n*)V/m2 +n? — 1} }
1
= (e {\/ m2+n?—1 [m(n2 —m?) —2mn* + m(m? —|—n2)]
+2m*n—n(n® —m?)(m? +n® — 1) +m*n(m? +n2)}
2

- (mTlnz)z {om*n+n(n* —m?) + (m* +n?) [m*n—n(n* —m*)] }

= m - [n(n* +m*) + (m* +n*) 2m*n—n®)] .

si
mg + no(mny +mn)

m? 4 n?) (m—n\/m2+n2—1)

(m? inz)z {(
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+ [m (n+m\/m2—|—n2— 1) (n—m\/mz—i—nz— 1)
+n (n+m\/nm> (m+nm)”

1
~ (m2+n?)?

+m [0 —m*(m* +n* —1)] +n [mn—l—(nz—l—mz) m2+n?—1

{m(m2 +n?) —n(m?+n*)vVm?+n?—1

+mn(m* +n* —1)] }

1
{m(m2 +n?) —n(m? +n*)vV/m?+n? -1

CETaE
+”’“"”2><mz+”2>+"[mn<m2+n2>+<m2+n2>m}}
o4 [m (mn+ 1))
5 (2m— m+mn2)

Justificarea s-a incheiat. 0O

In concluzie,

F=m-c+n'-d
T RO e
+ n(1+2m* —n*)d* —m(n 2—mz+2) (d)]) e

m{” 2~ d?)+ (€-d) [m(1 +2n% — m?)?

+ m(l—n?)d* —n(n* —n*+2) (¢-d)]} -d.

In cazul particular al cercului, vezi (4.6), remarcdm cd

deci P’ =C.
In cazul particular al razelor conjugate ortogonale,

c=aq, d=b,

obtinem — via (2.5), (2.7) —
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_ b _m(nz—l) 7+n(m2—1) —
R ) a »2
e? ) _ onm?—1) -

5.8 Picioarele normalelor la elipsa duse dintr-un punct interior
P. Hiperbola echilatera a lui Apollonius

Fie P € E; un punct nesituat pe axele de simetrie ale elipsei. Astfel,

CP=m-d+n-b=(ma)-i+ (nb)-],

unde m-n # 0.
Introducem numerele p, g, cu formulele
ma’ nb?
P=="a> 9= "7 (5.36)
si hiperbola echilaterd .7, de ecuatie carteziand'8
(x+c+p)(y+4q)—pg=0.
Lema 5.11. Fie p € R\ {—az, —b2} siQ=0(n) €EE cu
2 2
_ o
o=" g+ " (5.37)

) .b.
U+ a? a+/.t+b2
Atunci, P, Q € 7).

Demonstratie. Observim cd P = Q(0).
Au loc relatiile
ma’ nb?

XQJFC:m, YO= T
si

mad(c? —pu—a*) nb3 (A +u+b*)  mnd’p?

(xo+c+p)yo+q)—prg=

A(u+a?) (u+0b?%) c*
_mna3b3 A—u—a® c2—|—u+b2+1 _mna3b3 —(u+b%) /,L+a2+1
- U+ a? U+ b? A U+a*  u+b?

18 Vezi sectiunea 2.5.
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Justificarea s-a incheiat. O

Presupunem ci m* + n* <L B
Reciproca bazei & = {a,b} este baza 2* = {A,B}, unde

-1

_ = 1
‘l=—-a, B=

— -b. (5.38)

Q|-
)
OS]
S =

Q2 C

>

Q4
Q3

Fig. 5.8 Daca Q;—Q4 sunt picioarele normalelor la elipsd duse din punctul interior P, atunci ele se

gdsesc pe o hiperbola echilaterd care trece prin punctele P, C si ale cdrei asimptote sunt paralele cu
axele de simetrie ale elipsei.

Fie Q un prezumtiv picior de normald, dusd din P, la elipsd. Atunci, existd ¢ €
[0,27) pentru care

CQ=cos@-a+sing-b,
aCQ =cos¢Q-A+sing-B
si 1 € R astfel incat
CP=CQ+u-acCQ.

Obtinem
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@:m-ﬁ—l—nﬁzcos(p(H—%) -E—&—sin(p(l—l—%) -b,

respectiv
m= (1—%-‘%) -Ccos @,

n= (14 8) sing. i

In particular, u ¢ {—az, —bz} si are loc reprezentarea (5.37).
Lema 5.12. Ecuatia algebricd in necunoscuta |1,

pt+2(a>+p%) - u?

+ [(a2+b2)2+2a2b2 _ (m2a4+n2b4)] "uz

+24°1° [az + 0> — (mPd® + nzbz)] )

+a*b*(1—m? —n?) =0, (5.40)
admite cel putin doud soluii reale. Una'® dintre soluii se gdseste in (—b>,0).
Demonstratie. Reorganizam ecuatia sub forma

m2a* (b + )% +n?b* (@ + p)? = (@ + u)*(b* + u)>.

Cum m - n # 0, toate solutiile se afld in C\ {—a2, —bz}.
Astfel, ecuatia devine

(k) =) (aTj_zu)2+(b;’f”>2:1

Remarcim cid f(0) < 1si lim 2f([,l) = oo, deci existd solutia Uy € (—b*,0) a
UN—b

ecuatiei f(u) = 1.

Ecuatia (5.40), avand coeficienti reali, va mai avea incd (cel putin) o solutie
1 ER\ {—a?,—?}.

Identitatea

[ — a? b? —
CO(uy) —k-CP=m (uo+a2 k) d+n <u0+b2 k) b #0, kER,
aratd ci punctele C, P, Q(Uo) nu sunt coliniare. Conform discutiei din sectiunea 2.5,
ele determind — unic — hiperbola 7, datd de relatiile (5.36).

Hiperbola intersecteazi elipsa in cel putin doud puncte, Q(uo), Q(U1). Relatia
biunivocd dintre punctele de intersectie cu elipsa ale hiperbolei si solutiile reale ale
ecuatiei (5.40) este datd de reprezentarea (5.37).

Justificarea s-a incheiat. O

19 Vezi [Apollonius, V.51, 52, 62, 63] in [7, pag. 168, 185].
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Conica J7,, se mai numeste si hiperbola lui Apollonius, generatd de punctul
interior P, conform [1, pag. 114].

5.9 Elipsa inscrisa (intr-un triunghi) a lui Jakob Steiner

Aici, originea O a reperului Z este un punct oarecare din E;.

Considerdam triunghiul A;B;C}, cu centrul de greutate G si mijloacele A,, By, C;
ale laturilor B C), C1A}, respectiv A| By, astfel incat perechea {5:4? ,GB1} sd fie
pozitiv orientatd. Adica,

(GA1,GB1k) > 0.

Ne intereseazd prezumtiva elipsd care trece prin punctele Ay, By, Cy, are centrul
de simetrie G si tangenta prin A paraleld cu dreapta B1C;.

B

A

Fig. 5.9 Mijloacele de laturi A1, By, C; sunt punctele de tangentd cu laturile triunghiului ABC ale
unei elipse avand drept centru de simetrie centrul de greutate G. Elipsa este determinati de pere-

chea de raze conjugate {?,7} CTGR?*, undec=GA, sid = % -(GA1 +2-GBy).

Fie

71412071417 g, = OBy, T7c, =O0C, 76 = OG.
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Au loc relatiile
respectiv

si omoloagele acesteia.
Deducem cd — vezi [13, pag. 130] —

GA| 4GB +GCi =0
si
GA| x GB| = GB) x GC| = GC| x GA{
= %(ml X T, +Tg, XTc, +Fc, XTa,),
respectiv

A, X Tp, +TB, X T, +7c XTa,
=A131 ><31C1 :B1C1 XC1A1 =C1A1 XA]Bl. (5.41)

Introducem vectorii
c=GA;, d || CB;

cerand ca perechea {?), 7} C TGR? sd fie pozitiv orientatd. Daci elipsa ciutati ar
exista, atunci coarda BC) a acesteia ar fi Tnjumatitita de cétre dreapta A G, deci ar
exista numerele reale m, n cu urméatoarele proprietati,

GiBl:m-E—&—n-a,
{GC]m~cn~d,
respectiv
m?+n®=1.
Cum GA, = —$, obtinemm = —§ sin?> = 3.

Astfel, pentru n = \f , definim vectoml d cu formula

_ N 2
d=—-GA +— GB;.
\/>

g
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Lema 5.13. Elipsa de raze conjugate {?, 7} C TgR? are tangenta in punctul By
paraleld cu dreapta C1A §i tangenta in punctul Cy paraleld cu dreapta A B.

Demonstratie. Pe baza relatiilor (5.8), introducem punctele P, P, cu P = B;. Avem

GB = -1.c+¥.4,
— A= 1=
GP' = - -.¢—5d,
respectiv
e eoiey R L

Astfel, tangenta prin P la elipsd este paralela cu dreapta A|C.
Mai departe, redefinim punctele P, P’, cu P = C. Atunci,

.5_§.3

-d

GC = —

)

o5
[\e]

3

=

GP =% .t—

respectiv
A1B, =GB, —GA; = —/3-GP'.

Justificarea s-a incheiat. O

Paralelele duse prin punctele C1, Ay, By la dreptele A|B;, B1Cy, C1A; se inter-
secteazd in punctele A, B, respectiv C.

Lema 5.14. Dreptele A1A, B1B, C1C sunt concurente in punctul G.
Demonstratie. In contextul sectiunii 1.3, au loc relatiile

GA =GB +A-ACi=a+A-u
=GC)+u-ABy=b+u-v,

unde A, u € R, respectiv

b—a=B(C, uxv=—CiA| xAB;.

Via (5.41), observdm ca

2 — (E—a,v,ﬁXV) _ (BlchAlB],ClA] XAlBl)
73" [CiAy < Ay [*
_ (A131 XB]C]) . (C1A1 XAlBl)
- CiAT < AiBi [

=1
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si

§= (b—a,ﬁ,ﬁXV) _ (BICI,AICI,CIAI ><A1B1) 1
i x 7| ‘C1A1><A131|2 .

Am ajuns la

GA = GB1 +A1(4

1 A )
=3 (278, — (Fa, +7c,)] + (Fc, —=Ta,) = _§7A1 n : (Fa, +7¢,)

Y P R —
=3 (GA1—GO) + 3 (GB, +GC| —2GO)
4 2 S —
= —3GA1+3 GBI+ (—GA|—GB,)] = —2-GA;.
Justificarea s-a incheiat. O

Elipsa inscrisa in triunghiul ABC, circumscrisi triunghiului median®® A;B;C; si
avand centrul de greutate G drept centru de simetrie poarta numele de elipsa inscrisd
(in triunghiul ABC) a lui Jakob Steiner, conform [3, pag. 381], [1, pag. 52].

20 Vezi [13, pag. 174].






Anexa A

Proiectia ortogonala a unei sectiuni conice in
planul bazei

Apollonius introduce elipsa ca sectiune printr-un con oarecare [7, pag. 1]. In cele
ce urmeazi, privind conul de deasupra', refacem constructia lui Apollonius.

A.1 Probleme ajutatoare

Folosim Figura A.1.

Lema A.1. Fie dreptele AC, AX , AE, coplanare, in ordinea enumerdrii. Fie punctele
€ (CE), {C} = (XiE)N(XA), 9 € (CA), y € (EA), Y € (CA), {Z} = (py)NX,A
si{t} = (Zy)N(CA). Dacd XX, || YZ 5i X1 C || Z7, atunci AXCE ~ AY Q.
Demonstratie. Observam ci AYZt ~ AXX;, deci % = XZTTC
Cum @V || CE, avem
Zr _AZ_Ae
Xi{ AX, AC
_ 4
= A
de unde, aplicand regulile de calcul pentru proportii derivate, obtinem ca

Zt  At+1Y  AY
Xi{ AL+CX  AXT
Am ajuns la

Ap 7t AY

AC ~ X1~ AX’

! Programul de grafici tridimensionald Blender utilizeazi acest tip de reprezentare ortografici, vezi
link-ul [16].

83
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deci Yo || XC.
In sfarsit, cum @y || CE, f\—g = ’:—g, deci %’ = %, de unde concludem cid Yy ||
XE. O

P A

Fig. A.1 Dacd dreptele XX, si YZ, respectiv X; § si Z7 sunt paralele, atunci triunghiurile XCE si
Y oy sunt asemenea.

Folosim Figura A.2.

Lema A.2. Intr-un plan, fie triunghiul XCE si punctul A exterior lui. Fie {{} =
(CE)N(XA), X, € (C),0 € (X0).

i) Fie punctele Z € (X,A), Y € (§A) astfel ca XX, || YZ. O dreaptd trecand prin Z
intersecteazd segmentul (OA) in P si semidreapta (CE in F, cu E € ({F). Paralelele
duse prin O, P la dreapta X| X intersecteazd segmentul (XF) in Xo, respectiv in Py,
unde Py € (XoF). Fie {X'} = PPyNAXy. Atunci, punctele F, X', Y sunt coliniare.

ii) fie F € (CE, cu E € (§F). Paralela prin O la dreapta X\ X intersecteazd seg-
mentul (XF) in Xo. Fie Py € (XoF ). Paralela prin Py la dreapta XX taie segmentul
(XoA) in X" si segmentul (OA) in P. Fie {Y} = FX' N ({A). Paralela prin Y la XX
intersecteazd segmentul (X1A) in Z. Atunci, punctele F, P, Z sunt coliniare.

Demonstratie. Partea i) Aplicim teorema lui Menelaus in triunghiul X;AO pentru
transversala ZPF,

FX, OP AZ _,

FO PA 7X,
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1
Cum XoO || XX;, avem % = £X Apoi, cum X0 || X' P, obtinem % = XX

— FXp XA
In sférsit, cum XX, || YZ, % = é—;}.

Fig. A.2 Daci dreptele XX;, Xo0, YZ, PP sunt paralele, atunci punctele F, X', Y sunt coliniare
dacd si numai daca punctele F, P, Z sunt coliniare.

Am ajuns la

FX XoX! AY 1
FXo X'A YX

Justificarea s-a incheiat. O
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A.2 Constructia sectiunii circulare
Pentru a obtine formula elipsei, plecind de la o caracterizare a cercului®, A-

pollonius construieste (inci) o sectiune circulari, paraleli cu baza conului®, care si
treaci* prin punctul ¥, oarecare, al elipsei. Folosim Figura A.3.

2
™~
k;()

F

Fig. A.3 Triunghiul Y @y este dreptunghic. Cercul circumscris lui reprezintd sectiunea circulard
(proiectatd), a conului, dusd prin punctul Y. Proiectia sectiunii eliptice este datd de elipsa de dia-
metru JN care trece prin punctele L, Y. Dreapta YZ constituie proiectia in planul bazei conului a
dreptei de intersectie dintre planul sectiunii circulare si cel al sectiunii eliptice.

2 Adici, relatia din teorema indlfimii, a unui triunghi dreptunghic.
3 [Apollonius, 1.4] in [7, pag. 2].
4 Vezi [7, pag. 7].
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Lema A.3. Intr-un plan, fie CE, DB diametre perpendiculare ale unui cerc §i punc-
tele F, A, exterioare acestuia, cu F € (CE. Fixdm punctul P € (OA), exterior cer-
cului. Fie {J} = FPNCA, {N} = FPNEA. Fie punctul X, oarecare, pe arcul mic
DC. Fie X, proiectia sa ortogonald pe CO si {Xo} = FX N (DO). Paralela la DB,
dusd prin P, intdlneste segmentul (FX) in Py. Fie {X'} = XoAN PPy, {Y} =FX'N
XA. Paralela la DB, dusd prin Y, taie dreapta XA in Z. Paralela la CE, dusd prin
Z, intdlneste segmentele AC, AE in @, respectiv in . Atunci, triunghiul Y oy este
dreptunghic.

Demonstratie. Fie {{} = XANCF. Observam ci dreptele XX, X0, YZ, PP, sunt
paralele. Conform Lemei A.2, partea ii), punctele F, P, Z sunt coliniare, adica {Z} =
FPNXA.

Fie {7} = oy NXA. Remarcidm ci

AXX(C ~ AYZ7.

Pe baza Lemei A.1, AXCE ~ AY @y. Justificarea s-a incheiat. 0O

A.3 Calculul ecuatiei algebrice a sectiunii eliptice

Folosim Figura A.4.

C

o~

F

Fig. A.4 Ecuatia elipsei este NYTZZJ = k, unde constanta are valoarea k = CXV‘EV . Aici, AV || JF.
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Lema A.4. Paralela prin A la dreapta FJ intersecteazd semidreapta (EF in'V, cu
F € (EV). Atunci,

vz2—jz.zn. L EY
B AVZ
Demonstratie. Din teorema ndltimii, aplicatd In triunghiul dreptunghic Y @y, avem
YZ? = @Z-Zy.
Cum AJZ¢ ~ NAVC, % = 2—5 deci % = é—y,.
Mai departe, cum AZNy ~ AFNE ~ AVAE, % = ‘Z,—g deci % = %.
in concluzie, pZ-Zy = SEV. . (JZ-NZ). O
Folosim Figura A.5.

y J'

Fig. A.5 Ecuatia elipsei are, in conceptia lui Apollonius, forma YZ?> = JZ-WZ, unde JJ' | WZ L
NJ, }V—JJ, = CX"/EZV , KI este tangenta la elipsa de centru o in punctul J si YZ || KI. In sistemul de
lcoorfl.(.)]nate cartezian Oxy, JJ' = 2p 5i y* = (a* — x?) - Z—Z, unde Y =Y (x,y). Vezi si [7, pag. Ixxx,
XXXiii].

Lema A.5. (Ecuatia’ elipsei) Pe perpendiculara dusd prin J la dreapta NJ, alegem
punctul J' astfel incat

JI' CV-EV

NI~ AV?

5 [Apollonius, 1.13] in [7, pag. 11].
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Dreapta NJ' taie in punctul W paralela trasatd prin Z la dreapta JJ'. Atunci,

YZ* =JZ-ZW.
Demonstratie. Cam ZW || JJ', % = %—f deci
JJ
JZ-ZW = (JZ-NZ)- 2.
NJ

Concluzia rezulta din Lema A.4. O

Folosim Figura A.6.

Dy

Q
&y

Fig. A.6 Proiectia elipsei in planul bazei conului este o elipsa cu centrul de simetrie o, de diametru
JN. Dreptele KI, MG 1i sunt tangente elipsei in punctele J, respectiv N. In plus, LH || K1.



90 A Sectiuni conice: elipsa

Lema A.6. FieS J € (AC) 5i {P} = FINOA, {N} = EANFJ. Paralela la DB, dusd
prin P, intersecteazd dreptele DA, BA in L, respectiv in H. Dreptele FL, FH taie
paralela prin J la DB in punctele K, I iar paralela prin N la DB in punctele M, G.
Atunci,

KJ=JI, LP=PH, MN =NG.

Demonstratie. In triunghiul DBA, cum LH | DB, avem L= ﬁ—g = DinDO =
BO rezultd cad LP = PH.

in triunghi;l}l) KHZI; cun;;,H | MG || KI, avem £ = MI — NG deci MN = NG.
De asemeni, 77 = g7 = 77, de unde KJ = JI.

Justificarea s-a incheiat. O

Fiind Tmpartitd tn jumatati de citre diametrul NJ, coarda LH este paraleld cu di-
ametrul conjugat acestuia, deci dreptele KI, MG ii sunt tangente elipsei in punctele
J, respectiv N.

A.4 Estimari auxiliare
In Figura A.6, fie p raza cercului, {R} = €(0,p) N (OA si @ = m(Z/AOF) €

0,3).
Introducem numerele p > v > 0, 4 € (0, 1) pentru care

AJ
FE=pu- AR=vV- A=—
H-p, v-p, AC
respectiv
(I+v)(1=2) )
== = -2 a+1.
nm 1+l+u , mp \/m1 mycos o +

Au loc relatiile — JN = 2 - € iar vectorii K1, d sunt coliniari —
_ _ A A(l4+A+u)m
2 - c — NJ — ZTZ,Z - p7
& _ CV-EV _ (2+u)(2A+p)

2 A2 (14+A+p)2m3 °
_ l—mjcosa

unde ZLPN = / (¢,d). Aici, JJ' =2- L.

6 Sectiunea practicati de Apollonius nu este, in mod necesar, perpendiculard pe generatoarea co-
nului, [7, pag. cxvi].



Anexa B
Cazul directoarelor oblice

B.1 Ecuatia generala a elipsei

Fiind date numirul e € (0,1), punctul F, de coordonate {xr,yr}, si dreapta L,
de ecuatie carteziand

Ax+By+C=0, A, B CcR,

unde A - B # 0, ne intereseaza ecuatia algebrici a elipsei de excentricitate e céreia
dreapta L 1i este directoarea corespunzand focarului F .
Egalitatea

dM,F)=e-dM,L), M € Ej,
ridicatd la patrat, ia forma — via (1.5) —

|Ax—&—By—i—C>2
VA2 +B?

Aici, {x,y} desemneazi cordonatele unui punct oarecare M al elipsei in reperul Z.
Reorganizdm relatia in jurul necunoscutelor x, y,

(x—xp)*+(y—yr)* = (

ox® + By* +2yxy +28x+2ey+{ =0, (B.1)
unde
(1-¢?)-A’+ B> =q,
A2+ (1—¢%)-B*>=B, (B.2)
—ABe* =y
si

91
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(A2 +B2)-xp +Ae*-C = -3,

(A2 4 B?)-yp +Be*-C = —¢, (B.3)
(A2+BZ) . (x%—i—y%) —e*.C*=¢.

@) X

Fig.B.1 d(M,F)=e-d(M,L) si directoarea L, de ecuatie carteziani Ax+ By +C = 0, este oblicd:
A-B#0.

Lema B.1. ([4, pag. 218]) Are loc inegalitatea

ap > 7. (B.4)
Demonstratie. Observam ca
af -y = [(1-¢)A>+B?] - [A* + (1 - ¢*)B*| —A’B%¢*
= (1—¢*)(A*+B*)?,
de unde rezultd concluzia. O

Egalitatea (B.1) reprezinti, atunci cand discriminantul mic' af — y* este pozitiv
iar multimea solutiilor este reald® si netriviald, ecuatia generald a unei elipse [3,
pag. 247].

1 Vezi [5, pag. 232].
2 Conform, de exemplu, [9, pag. 114].
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B.2 Reconstituirea elipsei

Rezolvam, in cele ce urmeaza, sistemele algebrice (B.2), (B.3) in cazul particular
al restrictiilor

a, >0, y#0, £<0

si (B.4).

/0 NG

Y1

Fig. B.2 Elipsa de centru V se vede identic in raport cu reperele Oxy si O1x1y1, de sens direct, care
sunt simetrice fatd de V. Focarelor F, F’, din primul reper, le corespund focarele F’, respectiv F
din cel de-al doilea reper. In cazul particular dat de V. = O = O si F, F' € Ox, ecuatiile algebrice

, IR
;% + Zé =lsi 2732 + E*Z;Z = 1 produc aceeasi elipsi.

Introducem necunoscutele intermediare X, Y, Z, cu formulele
X=A% Y=B’ Z=1-¢.

Sistemul (B.2) ne conduce la
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Z-X+Y=ao
X—l—Z-Y:ﬁ, (B.5)
(172)2:?/27

cu restrictiile

X,Y>0, Ze(0,1).

B.2.1 Solutia sistemului (B.5)

Primele doud ecuatii ale sistemului se rescriu in formalism matriceal,
Z1\ (X\ [«
1z)\y) \B/)"
-1
Z1 1 zZ —1
1z) —z22-1\-12)°

—a-Z+p _a—pB-Z
1-272 7 2

Cum

obtinem expresiile
X= (B.6)

Introducand marimile din (B.6) In cea de-a treia ecuatie (B.5), ajungem la

(-ozip)a-p7) _,
(1+2)2 ’

respectiv la

a2+ﬁ2+272

72—
af -y

Z+1=0. (B.7)

Lema B.2. Are loc egalitatea

(@ + B2 +27) —4(aB— V) = (a+P)* [(a—B)* +477]. (B.8)

Demonstratie. Deducem cd

(o +B*+27) —4(af — f
= (@2 + B2 + 47 +472 (a2 + B7) — 4(a? B2 + 7 —2aBP)
= (a® = B*) 2 +47 (o +B)>

de unde rezulta concluzia. O
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Discriminantul ecuatiei (B.7) este

o (LY

ap -y
: _ (@ +B)[(a—B)* +47]
(vezi (B.8)) = (@B — ) .

Produsul ridécinilor ecuatiei (B.7) fiind 1, solutia ciutati este cea mai micd din-
tre radécini, si anume

2 2 2
Z—Zl—;<a+ﬁ+2y«/Az)

op -y
_ (a+B)/(a—B)*+47°
“aap o | P BT
= m {oﬂ +B% 427 — (a+B) (a_5)2+4y2] ) (B.9)

Lema B.3. Este valabild estimarea
Ze(0,1).

Demonstratie. Calculdim marimea

1—Z = &
:m{—[(a—ﬁ)2+4f]+(a+ﬁ) (a—B)2+4y2}
:W[a+ﬁ— (a—ﬁ)2+4},2]. 510

Estimarea 1 — Z > O este echivalenta cu
a+pf—/(a—B)2+4y2>0,

ceea ce se deduce din (B.4) prin ridicare la patrat.
Estimarea Z > 0 implica valabilitatea inegalitatilor

o + B2 +27 > (o +B)y/ (o — B)2 +47,
respectiv, prin ridicare la pitrat,
(02 + B> + 47 +47(0® + %) > (0 = B?)* + 47 (o + B)?

si
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4(aﬁ - ,J/Z)Z > Oa
de unde rezulta concluzia. O
Pe baza (B.10), stabilim ca
2 V@ BPTAR (atp?- [(a—pP+47]
2(ap —7) o+ B+ /(o —B)2 + 492

__ Wle—prray (B.11)

a+Btya- Bty

Din ecuatia (B.7) rezulta cd

o2+ B2 +27
af -y

:72(05 ! s {4(aB =) — (& + B> +27°) [0® + B>+ 27

- (a+B) +4y2”

1-722=2— Z

(vezi (B.8)) = 2{ (o+B) [(o—B)? +47] + (o + B2 +27)

2(ap
x (o+PB) +4y2}

2 2
= (a+ﬁ2)(a;;a_y€))z+4y {—(Wrﬁ) (a—p)>+4y

+ o+ P42y

Lema B.4. Are loc egalitatea
[a2+[32+2y2 —(a+B) (a—ﬁ)2+4y2} : {oH—ﬁ + ((X—[S)2+4y2}
=2(af-7) {aﬂi— (a—B>2+4y2]. (B.12)
Demonstratie. Membrul sting se rescrie ca

(a+B) {a? + B> +27" — [(a— B)* +47]}
+1/ (00— B)2 4492 [7(a+l3)2+a2+B2+2yZ]

= (00 +B)-2(aB — V") +/(a—B)2+47-2(V’ — ap),

de unde rezulta concluzia. O

Conform (B.12),
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) (a+B)/a—prray 2ep-7) {OH—[}_\/W}

1-7° =

2(ap—7)? a+pB++/(a—B)*+47
_ (a+p)(a=pP+4r a+B—\(a—pP+4r (B.13)

op-y a+B+/(a—B)+4r

Lema B.5. Este valabildi estimarea

Demonstratie. Via (B.9), (B.12),
_ Sla—B)?2 2
@2 OtPov(aZprrdr (B.14)
a+B+/(a—PB)*+4y

Expresia Z = Z(a, 8) fiind simetrici 1n variabilele , 3, este suficient sd probim
una dintre inegalitdti,

Z=1-

B_atp- @ BIiaF

o a+B+/(a—B)+4y2

Observam ca aceasta este echivalenta cu

(B+a) {ﬁ—a+ (oc—[i)2+4y2} >0,

de unde rezulta concluzia. O

Revenind la expresiile (B.6), lema B.5 dovedeste pozitivitatea marimilor X, Y.
Apoi, deducem cd

(aB—7°) |a+B+/(a—B)+47]
(a+B)y/(@—BY+47 [a+B —\/(a—B)+47|

s g atB- Ve prTa?
ot B PP a7

_ ap -y BP—a’+(a+B)y(a—B)+47
(a+B)y/(o—p)*+4y a+p—/(a—p)>+47
ap-y  B-a+(a—Pp)+47 B.15)

(@=BP+47 a+p—/(a—B)+47

si
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(aB—7) |a+B++/(a =By +47]
(a+B)V(a—BP+47 |a+B—\/(a—B)+47]
Noop @B Va— B

a+pta—pyiay
_ aB—7 =B+ (a+B)V(a—BP+47
(@+B)V(a—By+4r  a+B—/(a—B)+4r
af -y o—B+\/(a—PB)>+4y (B.16)
@ pr+ar ath—\(a prap |

Mai departe,

Y:

AP+ B =X+Y
af -y 2y/(a—B)*+4y
(@B +47 a+p—/(a—p)P+47
_ 2(ap -7’
a+p—/(a—Bp+4r
—2af P (a+ﬁ+\/(a—[3)2+4y2

o+ B)* —[(o—B)*+4v7]

— 3 |erpeaprrar (B.17)

2

B.2.2 Solutiile sistemului (B.3)

Alegem numerele A, B astfel incat
A =X, B’>=vY, sign(A-B)= —sign(y). (B.18)

Aici, X, Y sunt date de (B.15), (B.16).
Din primele doui ecuatii, extragem coordonatele focarului,

—8—Aé?-C —e—Be*-C

_ B.19
Aa2rp 0 T TR (B.19)

XF =
Cea de-a treia ecuatie ne conduce la
(e* — ) (A2 +B?)-C* +2*(SA+€B)-C+ 8>+ € — (A>+B*){ =0,

respectiv la
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234+ eB) (A4 B~ (846 _
cz—(lfez)(Aqu)-cﬂL 21— ) (A1) =0. (B.20)

Lema B.6. Au loc egalitdtile

(1—e*)(A>+B%) = {a—kﬁ— (a—ﬁ)2+4y2] (B.21)

N —

i
(1—e*)(A*+B*)?> =aBf -7, (B.22)
respectiv
e (1—e*)*(A*+B%)

3
:W' [‘”ﬁ— (Oﬂ—ﬁ)2+472} : (B.23)

Demonstratie. Egalitatea (B.21) rezulta din (B.14), (B.17).
Egalitatea (B.22) se bazeazd pe identitatea

(1—€*)(A*+ B> = (1—¢*)(A*+ B%) - (A +B?)

si pe (B.21), (B.17).
La egalitatea (B.23), conform (B.11), avem

&2 [(1 — ez)(A2 —|—B2)] 2

[+~ Brvar]

:1 _ 2 2 .
Ve e ar
| —— [a+b-Via—prTar]
=V prar Hap—7) ’

de unde rezultd concluzia. O

Discriminantul ecuatiei (B.20) este

(B.24)

nog| BAteB P (A+B) (8 1€
€~ [(1—62)(A2—|—Bz)] T 2(1-2)(A2+B)
2(8A+€B)? — (1 — ) (A2 + B)2C + (1 — ) (A2 + BY) (8% + €2)

—4
e2(1 —e2)2(A2 +B2)2

Evident, din (B.24) rezultd ci restrictia { < 0 implicd Ac > 0.
Via (B.2), remarcam cd numadratorul fractiei anterioare poate fi reorganizat ca

82 [A%+ (1—-€*)(A*+B*)| + &% [¢B* + (1 — &%) (A* + B?)]
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+28¢-ABe* — (1 —€*)(A2+B*)?-¢
=8B+ —28ey—(1—e*)(A2+B%)*-¢

Pe baza (B.22), (B.23), stabilim ci

82 +era—28ey—(af —y*)¢

A=A o 2 )y
) 2 20 _ a2
_ 1 ap 2}/ 2_5 B+e‘a—28ey—(af y3)§’ (B.25)
(¢ —p)*>+4y [a+[3— /(a—ﬁ)2+4y2}
respectiv
Vac [ : } af — v
Y= — — Aav2| =2, | ———— ¢
. [218%B+e2a—25ey—(aB—1)0] 526
@B\l PP ar
Réddcinile ecuatiei (B.20) sunt
2\(A2 1 B2
Crs— 2(8A+€B)+ (1 —e*)(A*+ B*)\V/Ac B.27)

2(1—2)(A2+ B?)
sa+eB 3 [atp—\/la BPier]
- atp-J@ priar

Produsul lor fiind negativ — { < 0 —, cele doui directoare L, L, de ecuatii

Ax—}—By—i—Cl,,g =0,

vor fi situate de o parte si de alta a originii O a reperului Z.
Conform (2.7), distanta dintre directoare verificd egalitatea

2a |G- Cf
e 1/A2_’_BZ7
de unde — via (B.11) —
_ e .|C2—C1|
VA? + B? 2

2y/(a—B)+47
a+B+v/(a—p)>+47> & -a|

tasp+ya—prrap] 2
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2/ (a—B)*+4y*
o+B++/(a—B)2+472

o+ v@priar
[ )

aB 7 2[82B+e2a—28ey—(af—12)¢]
Bty a+f—/(a—p)>+47?

oc+B V(= B)*+4y?
4/aB =7 \/ (26 e 206y _(ap_1)¢]

a+p—/(a—p)>+47
(a+B)*—[(a—B)>+47
J 2[52B + 20— 28ey— (af — 12)¢]

(aB—7) [a+B—/(a—BP+47|

De asemeni, pe baza (B.14),

N —

=a —ezza =a- a+B7\/m

o B Ve prar

_ | _2[6°B +e2a—28ey—(af —¥*){]
(aﬁ—yz)[a+ﬁ+\/m]

Notdm cu V centrul elipsei. Atunci, conform (B.19),

Xp +Xpr 1) Ae? Ci+GC
_ _ N . B.28
v 2 A2 B AL B 2 (B.28)
) Ae*(8A +€B)

A2+ B2 (1-e2)(A2+B2)?
3(1—e?)(A2+B*) +A%>-§ +ABe* - ¢
(1—e2)(A2+B2)2

g[a—kﬁ—\/m} +A%e?. 8 —ye

af -y
%[OHrﬁ \/m} + (A2 + B> — )5 —ye
N ap 7
- oc[il 2 {5{05—%[3 (a—ﬁ)2+4y2}
{Hesee o] e
ve—9dp

T ap -7
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Vezi [4, pag. 222].
Analog,
Vi + Y € B C1+G
_ _ _ : B.2
v 2 AT¥B. T AZ1 B2 2 (B-29)
& Bé(8A+eB)
- A24B? (1-e2)(A24B2)2
_ e(1-€&)(A*+B*) + B -e+ABe*-§
B (1—e2)(A2+B2)?
$Jat B (a—BP+a7| + B2 e~ 16
T aB -7
%{a—s—ﬁ—\/(a—ﬁ)z—%)ﬂ]+(A2+Bz—ﬁ)s—y6
T ap -7
- aB-y*\2 ¥
1
+{2[a+[3+ (a—ﬁ)2+4y2}—ﬁ}s—y6}
_yé—ea
af—v*
Mai departe,
—8 —A’Cy
5 Ae? 1 2(6A+e€B)
T OALB A2+ B 2| (1-2)(A2+B?) Ve
_8(1-€*)(A*+B%) +A%’5 +AB’e  Ae*  \Ac
B (1—e2)(A2+4B2)2 A2+B2 2
Ae® VAc
Wt aie T
si
—8 —Ae’Cy
Xpr = (B.31)
5 Ae> 1 [ 2(8A+¢eB)
— ~ VAc

:xv

AR A4 B 2| (1-2)(A2+B)
8(1-e)(A*+B*) +A’?5 +AB’e A \Ac
(1—e2)(A2 + B2)? A2+ B2
Aer JAc

TEIR 2
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respectiv
—& —Be*Cy
YF = W (B.32)
€ Be* 1 2(6A+¢€B)
= — — [ _ A
A4 B AP+ B 2| (1—e)(A2+B%) YV °°©
_ e —e?)(A%+B?) + B%e*e + ABe*S N Be*  /Ac
(1—e?)(A2+B2)? A2+ B2
B> /Ac
=Wt g Ty
A2+B2 2
si
—€ —362C2
V= (B.33)
£ Be*> 1] 2(8A+eB) Ve
= A C

T AR A2+BR 2|(1-2)(A2+BY)
e(1—e?)(A% +B?) + B*e*e + ABe? S Be? VAc
(1-&) A2+ B2 ATB 2
Be*  /Ac

T AZL R 2

=Jv

Lema B.7. Este valabild egalitatea

2 VA1 \/ 2/ (a—B)2+4p
a+B++/(a—pB)>+47

A24B 2 a7

X \/62[3 +e2a—28ey— (af —y*)¢. (B.34)

Demonstratie. Avem relatiile

2/ (a—B)?+47*
e VAc a+B+v/(a—B)>+47?

1

FIE 2 laspt @ priar] 2
avs. | 9BV FBrela—23ey—(ap—7)C
J (@=BP+47  [atp— o prrar]

8v2-V/(a— P> +47- Va7
|+ B+ (@=BP+47| - {(a+B) ~ [(a—B)*+47}

y 62B +€2a—28ey— (aff —y*)¢
a+p—/(a—p)>+47
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2v2- /(e —B)2+4y2 '\/52[34-8206—2587—(043—)/2)4:
|a+B+\(@—BP+47| Vap—7 a+p—/(a—p)+4ay
a5 (= B2+ 477 [82B + 20~ 25e— (@B — )¢
[atp+ (@ Brear] [atp— /@ pPrar] (@h—p)
o5 | V(@B +4y[82B +ea—28ey — (af — ¥)C]

@+ B+/(@=BP 47| -4(ap ~ )

_ V2 [ V(@—B)+47[82B +e2a—28ey— (af — )§]
af— 7 a+B+/(a—B)2+47 ’

de unde rezulta concluzia. O

Lema B.8. Au loc estimdirile

Ale? A 1 1
A|27|L32'\/27C:aﬁ—72.\/2 {B_‘H (a_ﬁ)zHYZ]

. \/6213 +e2a—28ey— (aB—12)¢

Si

IBle?  VAc 1 1 24 g2
A2+ B2 2 _OC,B—YZ 2 (X—ﬁ—i— (Ot—ﬁ) "!‘4}/
x \/82B +e2a—28ey— (af — P)L.
Demonstratie. Utilizam formulele (B.15), (B.16). Astfel,

A2+ B2 2
_ ap-7  B-a+\/(a—B)>+4p
V(=B +472 a+B—+/(a—B)>+47
L \/ 2/(a—B)2+472
af =7\ a+B+(a—B)2+4y?
x\/62[3+£2a—26£y—(aﬁ—y2)C
J 2[p ot /i@ By rar]
(@B =y {(a+B)*—[(a—B)*+47*]}
x\/82B +e2a —28e7— (af — P)C.
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respectiv
VYer  Ac
A2+B2 2
T T
VG BrreR arhVix PP
L \/ 2/ (a—B)2+472
aB =7\ a+B+/(a—B)2+4y2
x\/62[3+82a—26£y—(aﬁ—y2)C
J 20+l B a7]
N\ (@B -y {(a+B)?—[(o—B)>+47]}
x\/82B + €20 —28e7— (af — P)C.

de unde rezulta concluzia. O

Conform (1.7), axa mare a elipsei are ecuatia carteziana

(x—xv) ?
—yy=m-(x—x m=—.
y—Jyv V) A

B Y
m = sign(A-B) - ‘A‘ = —sign(y) - \/;

= —sign(y)- a—p+(a—p7+ar
B—a+y(a—p+4y

Lema B.9. (5, pag. 242]) Fie ¢ € (—%,%), cu m = tan @. Atunci,

a-p
2y

Deducem ca

cot(29) =
Demonstratie. Au loc relatiile

1—m?

cot(29) = py
_ —sign(y)-2(B — @)
2, [[a—p+Via—BrFar] [p-a+ Vi@ prrer]

i) B-) o f-a
Ve Brrar —(a—pr e S
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de unde rezulta concluzia. O

Via (B.18), remarcdm ca sistemul algebric (B.2) admite doud solutii, date de
perechile — vezi si [5, pag. 313] —

{A,B}, {-A,-B}.
Excentricitatea e a elipsei, parte a solutiei sistemului (B.5), este invarianta la schim-
barea perechii {A, B}.
De asemeni, via (B.24), discriminantul A¢ nu se modifica la schimbarea perechii
{A, B}. Pe baza (B.27), observdm modificarea ridécinilor ecuatiei (B.20), si anume
Ci(A,B) = —C(—A,—B), C(A,B)=—Ci(—A,—B),
de unde
L(A,B)=L(-A,—-B), L(A,B)=L(—A,—-B).
Apoi, conform (B.28), (B.29), avem
XV(AaB) = xV(*Av *B)v yV(AvB) = yV(fAv *B)'
in sfarsit, din (B.30), (B.31), (B.32), (B.33), deducem ca
F(A,B)=F'(-A,—B), F'(A,B)=F(—-A,—B).

La reconstituirea elipsei, nu vom putea recupera optiunea initiald privind pere-
chea focar-directoare. Evident, aceastd optiune nu afecteazd desenul elipsei.

Lema B.10. (Discriminantul mare, [5, pag. 233]) Discriminantul Ac admite repre-
zentarea

42 o
N=—— ——
TR0y |§

n ™/
™S O

unde 0 < Ay < Ay sunt valorile proprii ale matricei

(53)

Demonstratie. Utilizam expresia (B.25). O



Anexa C
Evoluta elipsei

Calculdam coordonatele carteziene ale picioarelor normalelor la elipsa duse dintr-un
punct oarecare de pe evoluta acesteia. Conform [6], dacd acest punct ii este interior
elipsei, normalele o vor intersecta in trei puncte. Astfel, ecuatia (5.40) va avea trei
solutii distincte (reale).

C.1 Raza de curbura a elipsei. Astroida centrelor de curbura

Folosim Figura C.1. Normala exterioari' si tangenta, ambele trecind prin punc-
tul dat P, de coordonate {xp,yp}, la elipsa de matrice & au vectorii directori

i=0CP=m-C+n-D, T=kxT,

unde CP=m-c+n-d.
Via (3.8), (3.9), introducem marimile

M:mdz—n(é-ﬁ), N:ncz—m(é-a).

Atunci, versorii tangentei si ai normalei principale [10, pag. 28] au expresiile

_ v
T=—, vV=u,
v
respectiv
_ u 5 mM+nN
V=——, = .
— =2
u [exd|

! Matricea o este (strict) pozitiv definiti.
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Fie V =CP=mm¢+id =OP,V = |V|. Raza de curburd [10, pag. 29] a elipsei in
punctul P se calculeazd din prima relatie Frenet-Serret:

LI
R ds V dt’

unde [10, pag. 126]

Fig. C.1 Normala la elipsd, in punctul P, {i este tangentd [12, pag. 16] astroidei in centrul Cp al
cercului de curburi al elipsei. Raza acestuia este R.

Cum

deducem ci




C.2 Normale la elipsd printr-un punct de pe astroida 109

Centrul de curburd Cp, de coordonate {xc,,yc, }, se determind din relatiile

CCp=CP+R-V= m—MM c+ n—M~N d.
e xd| e xd|

+

CCP = (xCP +C);+yCP5 =

de unde rezultd relatia biunivocd dintre punctele P si Cp,

3 3
xp+c Y
wepre= L2 -2

Astfel, locul geometric al centrelor de curbura Cp are ecuatia carteziana

[N1S]
TS

la(xcp +€)]F + (bye,) T = 3.

C.2 Normale la elipsa printr-un punct de pe astroida

Folosim Figura C.2. In punctul Q, de coordonate {x0,y0}, unde

(xp+c)’ y
XQ+C:T, yQ:b7}237

se intersecteazd asimptotele, verticald si orizontald, ale hiperbolei echilatere de
ecuatie carteziana
xy = yo(x+c) +xpy.

Ea trece prin punctele C, Cp, P, fiind unica hiperbold echilaterd cu aceastd proprie-
tate care are asimptotele paralele cu axele de coordonate.
Fie {x,y} coordonatele carteziene ale unui prezumtiv punct de intersectie dintre
elipsd si hiperbola echilaterd. Atunci, numadrul x va verifica ecuatia algebrica
@ (x+c)* —2(xp+c)’(x+¢)* +3(xp+c)?
x [(xp+ c)?— a2] (x+¢)?+2a*(xp+¢)*(x+¢)
—(xp+c)®=0.

Membrul stng al ecuatiei poate fi factorizat, de unde rezultd cd

(x—xp)? - {a*(x+c)* +2(xp+c) [a* — (xp+¢)?]
x(x+c)— (xp+c)*} =0.
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Rezolvand ecuatia, obtinem coordonatele carteziene ale celor trei puncte de in-
tersectie cdutate,

X12=Xp, Y12=YpP,

Fig. C.2 Prin punctul Cp, interior elipsei, situat pe astroida centrelor de curburd ale acesteia, pot fi
duse trei normale la elipsa, cu picioarele P, P, P3.

respectiv

2 2
X34tc=—(xp+c) y‘”¢\/1—[(xp::c)y”} (C.1)

si




Anexa D

Normale la elipsa duse dintr-un punct interior al
evolutel acesteia

Ecuatia (2.17) caracterizeaza abscisele punctelor de intersectie ale elipsei cu hi-
perbola 7. Fiind de gradul al I'V-lea, formulele solutiilor sale sunt impracticabile.
Daci cunoastem o solutie dubld a ei, zp = xp + ¢, atunci celelalte doud solutii au for-
mule simple, date de expresiile (C.1). in cele ce urmeazi, presupunand cunoscute
abscisele xp, # xp,, calculdm ecuatia algebricd de gradul al II-lea verificatd de restul
solutiilor ecuatiei (2.17).

D.1 Ecuatia carteziana a hiperbolei 7,

Folosim Figura D.1. In contextul formulelor (5.17), (5.38) si (5.32), unde
F=CM, 7o=CP, 71 =CP
si
CP,=my-a+ny-b, mé—kné =1, qel,2,

pentru m; # my, ny # ny, respectiv miny —mpn; # 0, obtinem

2 2
P (my —my)naa” — (np —ny)mab
myny —mon, '
Deoarece — vezi si (5.39) —
2

Xy e =my - AT
_ Atb?

Ym =ny- b

avem
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2 2
_¢© mymy(ny —ny) ™ mna(my —my)
ytec=— ———= yy=-—  ——7-"-——~
a miny —myn| b  mny —myn

Fig. D.1 Prin punctul M, interior atat elipsei cat si evolutei acesteia (astroida A), pot fi duse patru
normale la elipsd, cu picioarele P4, conform [6]. Punctele P;_4 sunt situate pe hiperbola echila-
terd Hy U H,, care trece prin C si M. Dreptele MP,_4 1i sunt tangente astroidei in punctele Cp,_,.

In contextul formulelor (2.14), (2.16), (2.15), deducem ci
= —a—z (xp+c¢) = b—z
pP= C2 M y 4= C2 YM -

Ecuatia hiperbolei echilatere %q, de ramuri H 5, devine

b? a
(x+c)y:fc—zyM-(erc)Jrcfz(xMJrc)-y. (D.1)

Lema D.1.
M e HHUH,.
Demonstratie. Utilizim prima din relatiile (2.7). O

Ecuatia (D.1) se rescrie ca
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b? a* b?
xy=——ym-(x+c)+ | Fxm+— )y
C2 C2 c

D.2 Factorizarea membrului stang al ecuatiei (2.17)

Pe baza teoremei Tmpartirii cu rest a polinoamelor de o variabild, avem identi-
tatea

f) = /i) folx)+r(x), x€eR,
unde deimpirtitul este

f(x) = P (x+e)* +2pb* (x+¢)* + (b*p* + a*>¢* — a*b*) (x +¢)?
—2pa*b*(x+c) —a*b*p?,

impértitorul

F1(x) = (x—xp,)(x—x7,) = (x+¢)% — alm +m2) (x+¢) + amym,

catul
Hx) = bz()c—kc)2 +b2Q; - (x+¢)+ @3 +ab2(m1 +my) @
si restul
r(x) =R;- (x+c)—|—R2.
Alici,
@1 = 2p+a(m +m),
@ =2p+mmy,
@3 = b*p* +a*q* — a*b* (1 +mymy)
si
Ry = —a?b* @y +a(my +my)[@s +ab*(my +my) @],
Ry = —ad?’b*p* — a’mymy[@3 + ab® (my +my) 1]
Lema D.2.

R =R, =0.

Demonstratie. Folosim identitdtile urmatoare:
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Q1 = —ap s (my —m),
0 = —ai’nlng,flznl [2(ny —ny) + (ming +many ) (my — my )], (D.2)

%) (m3—m3)>+mymy(ny—ny)*
(myng—many)? ’

(p3 e
Justificarea s-a incheiat. O

Factorul f; are expresia — via (D.2) —

(miny +many ) (my —my) (x+0) _azw
miny — mony (miny —many )2

f(x) = b* {()c—i—c)2 —a

_ 32 Y4 2 [(‘xPl +C)YP2 + (xPz +C)YP1](XP2 _‘xPI)

=#{eo (o, + ), — G+l

2 (xp, +¢)(xp, +¢)(vp, —yp,)? }
[(xp, +¢)yp, — (xp, +C)yp, |

(x+¢)
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