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Prefaţă

Prin sistem dinamic ı̂nţelegem, la prima vedere, un ansamblu de obiecte rigide din

mediul ı̂nconjurător macroscopic a căror mişcare mecanică o analizăm pe termen

lung, ı̂ntr-un mod unitar. O atare ı̂ntreprindere presupune construcţia unui model

matematic al mişcării, descris printr-un sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare, ı̂n

care sunt incluse (doar) acele caracteristici (ale mişcării) pe care dorim să le inves-

tigăm. Categoric, modelul matematic poate exprima, prin modificarea parametrilor

săi, şi alte tipuri de evoluţie, sprijinindu-se pe diverse genuri de ecuaţii (cu deri-

vate parţiale, aleatoare, cu ı̂ntârzieri, ş.a.m.d.). Astfel, ne putem ocupa de mişcarea

electronilor, invizibilă ı̂n mod direct, ceea ce nu ne ı̂mpiedică deloc să proiectăm

varii consumatori de energie electrică, respectiv preocupa de interacţiunile sociale,

de ciclurile economice, de circulaţia veştilor proaste şi de multe altele. Toate acestea

graţie unui model matematic matur, cu parametri bine aleşi. Cum mişcarea mecani-

că pare (cea) mai uşor de imaginat, terminologia mecanicii (punctul curent al curbei

plane este o particulă ş.a.m.d.) a fost ı̂mprumutată de textele referitoare la sisteme

dinamice.

Aproape oricare volum ı̂n care se discută despre sisteme dinamice continue (ı̂n

cazul de faţă) conţine o mulţime de desene sofisticate despre care aflăm, adesea,

că provin din simulări pe calculator. Cititorul atent al volumului se va ı̂ntreba in-

variabil, de ı̂ndată ce se va fi obişnuit cu demonstraţiile cărora desenele ı̂n cauză

le ilustrează subtilităţile, cum pot fi făcute astfel de reprezentări grafice ale trecerii

timpului şi de unde ştim că ele sunt corecte şi nu produsul (prea) artistic al unei

imaginaţii greu de oprit. Am răspuns, pe scurt, servindu-ne de Python şi de SVG.

Paginile care urmează conţin demonstraţii detaliate, bazate pe cunoştinţe uzua-

le de calcul diferenţial şi integral, de algebră liniară şi de geometrie diferenţială a

curbelor. Acestea le vor fi familiare tuturor studenţilor de la ştiinţe exacte ori de la

ştiinţe inginereşti. Cu câteva excepţii, datorate ideii de pregătire pentru lecturile ul-

terioare despre sisteme dinamice a cititorului lor (vezi referirea la mulţimi anumite

din planul fazelor cu titulatura de varietăţi), terminologia a fost limitată la strictul

necesar. În plus, anumite constructe matematice complicate (exponenţiala unei ma-

trice), a căror justificare teoretică nu este necesară pentru lucrul practic cu sistemele
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dinamice modelate prin ecuaţii diferenţiale liniare, au fost ı̂nlocuite cu obiecte ale

calculului matriceal, aflate la ı̂ndemâna studenţilor din primii ani de licenţă.

Portretul orbitelor — sau desenul alurii traiectoriilor de fază ori, ı̂nvechit, dispo-

ziţia curbelor integrale ı̂n plan [11, pag. 255] — este realizat fără aducerea prelimi-

nară a matricei sistemului diferenţial la forma canonică (Jordan). Aceasta pentru a

evita discuţia despre cum influenţează transformările punctuale ale planului orbitele

sistemului dinamic (cum sau dacă se alterează valorile curburii ori când se schimbă

semnul ei ş.a.m.d.). În plus, trebuie să ne obişnuim cu forma ı̂ntâlnită ı̂n practică a

portretului şi nu cu imaginea de vitrină a acestuia.

Porţiuni ale lucrării de faţă au fost prezentate studenţilor Universităţii din Craio-

va, de la specializarea matematică informatică, participanţi la cursurile EDI (Ecuaţii

diferenţiale I) şi SD (Sisteme dinamice).

Craiova, [March 31, 2026] O.G.M.
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4.4 Corespondenţele dintre reperul cartezian imaginar Oxyt şi
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Capitolul 1

Sisteme de ecuaţii diferenţiale ordinare, liniare şi
omogene

1.1 Cazul ecuaţiilor de ordinul I cu coeficienţi constanţi.

Rezolvări ı̂n corpul R

Fie sistemul diferenţial scris ı̂n formă normală [11, pag. 9]

{

u′(t) = a ·u(t)+ b · v(t),
v′(t) = c ·u(t)+ d · v(t), t ∈ R, (1.1)

cu matricea coeficienţilor

A =

(

a b

c d

)

∈ M2(R). (1.2)

Prin soluţie a acestui sistem ı̂nţelegem o pereche de funcţii u, v : R → R ale cărei

componente u şi v au derivate continue de orice ordin natural (u, v ∈ Ck, k ∈ N) şi

satisfac ı̂n mod identic ecuaţiile (1.1) pe ı̂ntreg domeniul de definiţie.

Pentru simplitate, sistemul este prezentat adesea ı̂n formă matriceală [11, pag.

192] şi lipsit de argumentul t al funcţiilor:

(

u′

v′

)

= A ·
(

u

v

)

, t ∈ R.

1.1.1 Extinderea la C2

Uneori, fără a utiliza notaţii speciale, vom considera că o anumită soluţie a siste-

mului diferenţial ia valori complexe — la fiecare din componentele sale —. Aceasta

pentru că admitem valabilitatea următoarei identităţi:

(

u′(t) =
) d

dt
[(Reu)(t)+ i · (Imu)(t)] = (Reu)′(t)+ i · (Imu)′(t), t ∈ R,

1



2 1 Sisteme liniare şi omogene

unde (Reu)(t), (Imu)(t) desemnează partea reală, respectiv partea imaginară a

numărului u(t) ∈ C şi i2 =−1.

Pe baza ei, matriceal, putem scrie că

(

u′(t)
v′(t)

)

=

(

d
dt
[(Reu)(t)+ i · (Imu)(t)]

d
dt
[(Rev)(t)+ i · (Imv)(t)]

)

=

(

(Reu)′(t)+ i · (Imu)′(t)
(Rev)′(t)+ i · (Imv)′(t)

)

=

(

(Reu)′(t)
(Rev)′(t)

)

+ i ·
(

(Imu)′(t)
(Imv)′(t)

)

.

Deoarece

A

(

u(t)
v(t)

)

= A

(

(Reu)(t)
(Rev)(t)

)

+ i ·A
(

(Imu)(t)
(Imv)(t)

)

,

deducem că soluţia1 (u,v)T ale cărei componente iau valori complexe se află ı̂ntr-o

corespondenţă biunivocă cu o pereche de soluţii ale sistemului (1.1):

(

Reu

Rev

)

,

(

Imu

Imv

)

.

Astfel, avem de rezolvat un sistem diferenţial, liniar şi omogen, cu patru ecuaţii

şi patru necunoscute — 4× 4 — pe care ı̂l prezentăm pe blocuri, adică









(

Reu

Rev

)

(

Imu

Imv

)









′

=









A

(

0 0

0 0

)

(

0 0

0 0

)

A

















(

Reu

Rev

)

(

Imu

Imv

)









.

Deci, a căuta soluţiile (t ∈ R) 7→
(

u(t)
v(t)

)

∈ C2 ı̂nseamnă a rezolva simultan două

sisteme (1.1) care pot fi tratate independent unul de celălalt.

În particular, orice soluţie reală a sistemului diferenţial poate fi considerată drept

partea reală a unei soluţii complexe [2, pag. 144]:

(

u

v

)

= Re

[(

u

v

)

+ i

(

0

0

)]

.

1.1.2 Analiza sistemului (1.1)

Lema 1.1. Fie λ ∈R o valoare proprie simplă [9, pag. 35] a matricei A şi

(

U

V

)

∈R2

un vector propriu corespunzându-i lui λ . Atunci, funcţiile

1 Cu indicele plasat superior ⋆T desemnăm transpusa unei matrice.
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(

u

v

)

=

(

u(t)
v(t)

)

= eλ t ·
(

U

V

)

, t ∈ R,

verifică sistemul diferenţial.

Demonstraţie. Avem egalităţile

d
dt

[(

u

v

)]

=

(

eλ tU

eλ tV

)′
=

(

λ eλ t ·U
λ eλ t ·V

)

= eλ t ·λ
(

U

V

)

= eλ t ·A
(

U

V

)

= A · eλ t

(

U

V

)

= A ·
(

u

v

)

.

Am utilizat-o pe prima din relaţiile fundamentale de calcul

(

u

v

)′
(t) =

(

u′(t)
v′(t)

)

,

∫ t1

t0

(

u

v

)

(s)ds =

(
∫ t1

t0
u(s)ds

∫ t1
t0

v(s)ds

)

, t, t0,1 ∈ R,

de ajutor la simplificarea scrierii formulelor. Stabilirea acestora — adică, a calcu-

lului diferenţial şi integral realizat pe componente — se bazează pe ı̂ntrebuinţarea

distanţei euclidiene ı̂n spaţiul liniar real R2.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Lema 1.2. Fie λ ∈ C\R o valoare proprie a matricei A şi

(

U

V

)

∈ C2 un vector

propriu corespunzându-i lui λ . Atunci, pentru orice C ∈ C, funcţiile

(

u

v

)

=C · eλ t

(

U

V

)

, t ∈ R,

verifică sistemul diferenţial.

Demonstraţie. Introducem numerele reale α, β , cu β 6= 0, astfel ca λ = α + iβ .

Conform formulei lui (L.) Euler,

(

eλ t
)′

= [eαt(cosβ t + isinβ t)]′

= (α + iβ ) · eαt(cosβ t + isinβ t)

= λ · eλ t .

Odată cunoscută valoarea acestei derivate, putem urma paşii de la Lema 1.1.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Lema 1.3. Fie λ ∈ C\R o valoare proprie a matricei A şi

(

U

V

)

∈ C2 un vector

propriu corespunzându-i lui λ . Atunci:

1)

(

U

V

)

∈ C2\R2;
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2) dacă notăm cu ⋆ conjugatul complex al unui număr (complex), atunci λ este

valoare proprie a matricei A iar

(

U

V

)

este vector propriu corespunzându-i lui λ ;

3) vectorii

{

Re

(

U

V

)

, Im

(

U

V

)}

sunt liniar independenţi [2, pag. 159] peste corpul R;

4) vectorii

{(

U

V

)

,

(

U

V

)}

sunt liniar independenţi peste corpul C;

5)

eλ t ·
(

U

V

)

= eλ t ·
(

U

V

)

, t ∈ R.

Demonstraţie. 1) Presupunem că, prin absurd,

(

U

V

)

∈ R2. Cum el este vector pro-

priu, deci nenul, presupunem şi că U 6= 0.

Au loc relaţiile

A ·
(

U

V

)

=

(

aU + bV

cU + dV

)

∈ R
2
,

respectiv

A ·
(

U

V

)

= λ ·
(

U

V

)

=

(

λU

λV

)

.

De unde,

(

λU

λV

)

∈ R2 şi, ı̂n particular, λU ∈ R. Cum U este nenul, am ajuns la o

contradicţie: λ ∈ R.

2) Relaţia A

(

U

V

)

= λ

(

U

V

)

se scrie, cu ecuaţii scalare, astfel:

{

aU + bV = λU,

cU + dV = λV,

de unde

aU + bV = a ·U + b ·V
= λU = λ ·U ,

c ·U + d ·V = λ ·V .
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Matriceal, am ajuns la

(

a b

c d

)(

U

V

)

= λ ·
(

U

V

)

.

3) Cum

(

U

V

)

∈C2\R2, cel puţin unul dintre numerele U şi V se găseşte ı̂n C\R.

Introducem expresiile







λ = α + iβ , β 6= 0,

U =U1 + iU2,

V =V1 + iV2, U1,2,V1,2 ∈ R, U2
2 +V 2

2 > 0.

Atunci,

(

U

V

)

=

(

U1

V1

)

+ i

(

U2

V2

)

şi

A

(

U

V

)

= A

(

U1

V1

)

+ i

[

A

(

U2

V2

)]

,

respectiv

λ ·
(

U

V

)

= (α + iβ )

[(

U1

V1

)

+ i

(

U2

V2

)]

=

[

α

(

U1

V1

)

−β

(

U2

V2

)]

+ i

[

α

(

U2

V2

)

+β

(

U1

V1

)]

.

Egalând ı̂ntre ele părţile reale şi, separat, imaginare ale elementelor egalităţii

A ·
(

U

V

)

= λ ·
(

U

V

)

, ajungem la:



















A

(

U1

V1

)

= α

(

U1

V1

)

−β

(

U2

V2

)

,

A

(

U2

V2

)

= α

(

U2

V2

)

+β

(

U1

V1

)

.

Presupunem că, prin absurd, există γ ∈ R cu

(

U2

V2

)

= γ ·
(

U1

V1

)

6= O21. Folosim

notaţia2 O21 :=

(

0

0

)

. De unde,

2 Întrebuinţăm operatorul morsă := la definiri de obiecte matematice: nume := valoare. Astfel,

unui nume i se atribuie o valoare.
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

















A

(

U1

V1

)

= (α −β γ) ·
(

U1

V1

)

,

γ ·A
(

U1

V1

)

= (αγ +β ) ·
(

U1

V1

)

.

(1.3)

Conform primei ecuaţii din (1.3), matricea A admite valoarea proprie α − β γ .

Am ajuns la o contradicţie: A posedă, deja, valorile proprii nereale λ , λ .

A mai rămas de eliminat situaţia când

(

U1

V1

)

= O21 — adică, vectorul propriu
(

U

V

)

ar fi pur imaginar —. Egalitatea A ·
(

U

V

)

= λ ·
(

U

V

)

devine

iA

(

U2

V2

)

= (−β + iα)

(

U2

V2

)

,

de unde β

(

U2

V2

)

= O21. Din nou, o contradicţie.

4) Să presupunem că există C ∈ C\{0} cu proprietatea că W :=

(

U

V

)

= C ·
(

U

V

)

,W ∈ C2. Au loc egalităţile

O21 =

(

U

V

)

−C ·
(

U

V

)

şi

O21 = A ·O21 = A

[(

U

V

)

−C ·
(

U

V

)]

= A

(

U

V

)

−C ·A
(

U

V

)

= λ

(

U

V

)

−C ·λ
(

U

V

)

= λ

(

U

V

)

−λ ·C
(

U

V

)

= (λ −λ ) ·
(

U

V

)

= (λ −λ )W.

Cum W 6= O21, am ajuns la o contradicţie: λ = λ .

5) Sunt valabile relaţiile:

eλ t = eαt(cosβ t + isinβ t) = eαt(cosβ t − isinβ t)
= eαt · [cos((−β )t)+ isin((−β )t)]

= eαt · e(−β t)·i = e(α−iβ )t

= eλ t .

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔
Demonstraţiile următoarelor două leme nu sunt necesare pentru a ı̂nţelege calcu-

lele din materialul de faţă.
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Lema 1.4. (Estimarea lui R. Bellman) Dacă funcţiile

(

u

v

)

sunt o soluţie a sistemu-

lui diferenţial (1.1), atunci are loc inegalitatea:

|u(t)|+ |v(t)| ≤ (|u(0)|+ |v(0)|) · e(|a|+|b|+|c|+|d|)·|t|
, t ∈ R. (1.4)

Demonstraţie. Justificarea este realizată la Teorema 1.2. ⊓⊔

Această estimare a lui (R.) Bellman permite o soluţionare rapidă a aşa-numitei

chestiuni a unicităţii.

Lema 1.5. (Chestiunea unicităţii) Fie t0 ∈R şi (u0,v0)
T ∈R2 oarecare. Atunci, sis-

temul diferenţial (1.1) admite cel mult o soluţie

(

u

v

)

cu proprietatea că

(

u(t0)
v(t0)

)

=

(

u0

v0

)

.

Demonstraţie. Justificarea se realizează la Teorema 1.3. ⊓⊔

Este uşor de intuit la ce serveşte chestiunea unicităţii: atunci când găsim, printr-

un truc oarecare, o soluţie a sistemului diferenţial care să verifice (şi) o dată impusă

de o anumită problemă, chestiunea unicităţii ne asigură că soluţia găsită este singura

posibilă.

Lema 1.6. Dacă λ1 6= λ2 sunt valorile proprii reale ale matricei A iar (U1,V1)
T

şi

(U2,V2)
T

, din R2, sunt vectori proprii corespunzându-le lui λ1, respectiv lui λ2,

atunci sunt adevăte afirmaţiile:

1) vectorii

{(

U1

V1

)

,

(

U2

V2

)}

reprezintă o bază a spaţiului liniar R2 peste corpul R;

2) soluţia generală [11, pag. 13] a sistemului diferenţial are formula

(

u

v

)

=C1 · eλ1t

(

U1

V1

)

+C2 · eλ2t

(

U2

V2

)

, t ∈ R,

unde C1,2 ∈ R.

Demonstraţie. 1) Folosim tehnica de la Lema 1.3, punctul 4).

2) Conform Lemei 1.1, toate aceste formule verifică sistemul diferenţial. Pentru

a dovedi că nu există alte soluţii, introducem data impusă

{

u(0) = u0,

v(0) = v0,

unde

(

u0

v0

)

∈ R
2 este fixat arbitrar.

Atunci,
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(

u

v

)

(0) =

(

u0

v0

)

=

[

C1 · eλ1t

(

U1

V1

)

+C2 · eλ2t

(

U2

V2

)]∣

∣

∣

∣

t=0

=

(

U1 U2

V1 V2

)

·
(

C1

C2

)

.

Deoarece coloanele matricei sistemului algebric

(

U1 U2

V1 V2

)

·
(

C1

C2

)

=

(

u0

v0

)

formează o bază a spaţiului liniar real R2, sistemul algebric este cramerian, ceea ce

ne conduce la

(

C1

C2

)

=

(

U1 U2

V1 V2

)−1(
u0

v0

)

=
1

U1V2 −U2V1

(

V2 −U2

−V1 U1

)

·
(

u0

v0

)

.

Chestiunea unicităţii ne asigură că acestea sunt singurele soluţii care pot verifica

datele impuse.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Lema 1.7. Dacă λ ∈ C\R este o valoare proprie a matricei A iar

(

U

V

)

∈ C2\R2

este un vector propriu corespunzător ei, atunci toate funcţiile de forma

(

u

v

)

=C1 · eλ t

(

U

V

)

+C2 · eλ t

(

U

V

)

, t ∈ R,

unde C1,2 ∈ C, sunt soluţii complexe ale sistemului diferenţial.

Demonstraţie. Folosim Lema 1.2 şi observaţia că suma a două soluţii ale sistemului

(1.1) este tot o soluţie a sistemului respectiv. ⊓⊔

Lema 1.8. Introducem expresiile

C1 = D1 + iD2, U =U1 + iU2, V =V1 + iV2, λ = α + iβ ,

unde D1,2,U1,2,V1,2, α, β ∈ R. Atunci, este valabilă formula:

C1 · eλ t ·
(

U

V

)

= eαt

[(

(D1U1 −D2U2) (−D1U2 −D2U1)
(D1V1 −D2V2) (−D1V2 −D2V1)

)

+i

(

(D1U2 +D2U1) (D1U1 −D2U2)
(D1V2 +D2V1) (D1V1 −D2V2)

)](

cosβ t

sinβ t

)

.

Demonstraţie. Prin ı̂nlocuirea expresiilor, avem
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eλ t

(

U

V

)

= eαt (cosβ t + isinβ t)

(

U1 + iU2

V1 + iV2

)

= eαt

(

(U1 cosβ t −U2 sinβ t)+ i(U1 sinβ t +U2 cosβ t)
(V1 cosβ t −V2 sinβ t)+ i(V1 sinβ t +V2 cosβ t)

)

= eαt

[(

U1 −U2

V1 −V2

)

+ i

(

U2 U1

V2 V1

)](

cosβ t

sin β t

)

.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Lema 1.9. În ipotezele Lemei 1.7, dacă alegem

C2 =C1, C1 ∈ C,

atunci obţinem toate formulele soluţiilor cu valori reale ale sistemului diferenţial.

Demonstraţie. Conform Lemei 1.3, punctul 5), formula

(

u

v

)

=C1eλ t

(

U

V

)

+C2eλ t

(

U

V

)

devine

(

u

v

)

= C1eλ t

(

U

V

)

+C2 · eλ t

(

U

V

)

= C1eλ t

(

U

V

)

+C1 · eλ t

(

U

V

)

= C1eλ t

(

U

V

)

+C1eλ t

(

U

V

)

= 2Re

[

C1eλ t

(

U

V

)]

= 2eαt

(

D1U1 −D2U2 −D1U2 −D2U1

D1V1 −D2V2 −D1V2 −D2V1

)(

cosβ t

sinβ t

)

.

Ultima expresie are valori ı̂n R2 pentru orice t ∈ R şi verifică sistemul diferen-

ţial.

La fel ca la Lema 1.6, introducem data impusă

(

u

v

)

(0) =

(

u0

v0

)

,

unde (u0,v0)
T ∈R2 este fixat arbitrar.

Avem

[

2eαt

(

D1U1 −D2U2 −D1U2 −D2U1

D1V1 −D2V2 −D1V2 −D2V1

)(

cosβ t

sinβ t

)]∣

∣

∣

∣

t=0

=

(

u0

v0

)

,
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de unde

{

D1U1 −D2U2 = u0
2
,

D1V1 −D2V2 = v0
2

şi

(

U1 −U2

V1 −V2

)(

D1

D2

)

=

(

u0
2
v0
2

)

. (1.5)

Aici, coloanele matricei sistemului algebric de ecuaţii ı̂n necunoscutele D1 şi D2

sunt vectorii

{

Re

(

U

V

)

,−Im

(

U

V

)}

.

Conform punctului 3) al Lemei 1.3, ei sunt liniar independenţi ı̂n spaţiul vectorial

R2 peste corpul R, deci sistemul (1.5) este cramerian.

Aşadar, dacă λ ∈ C\R este valoare proprie a matricei A iar

(

U

V

)

∈ C2\R2

este un vector propriu corespunzându-i lui λ , atunci soluţia generală a sistemului

diferenţial are expresia

Re

[

C · eλ t ·
(

U

V

)]

, t ∈ R,

unde C =C1+ iC2 ∈C iar constantele3 reale C1 şi C2 ne vor da, prin particularizare,

toate soluţiile posibile [2, pag. 164].

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Exerciţiul 1.1. Fie λ ∈ R valoarea proprie dublă a matricei A. Dacă multiplici-

tatea sa geometrică, adică dimensiunea subspaţiului vectorial real al lui R2 format

din vectorii proprii corespunzându-i lui λ , este doi, atunci să se rezolve sistemul

diferenţial (1.1).

Soluţia exerciţiului 1.1. Deoarece dimensiunea spaţiului liniar real R2 este tot doi,

deducem că toţi vectorii din R2 ı̂i sunt vectori proprii, corespunzându-i lui λ , ma-

tricei A. Adică,

A ·
(

U

V

)

= λ ·
(

U

V

)

pentru orice (U,V )T ∈ R2.

3 Ele sunt aşa-numitele constante de integrare.
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Introducând ı̂n relaţie valorile

(

U

V

)

=

(

1

0

)

, respectiv

(

U

V

)

=

(

0

1

)

, obţinem4

că

A =

(

λ 0

0 λ

)

= λ I2.

Sistemul diferenţial a devenit

{

u′ = λ u,

v′ = λ v.

Cele două ecuaţii ale sale se pot rezolva5 ı̂n mod separat:

u(t) =C1eλ t
, v(t) =C2eλ t

, t ∈ R,

unde C1,2 ∈R sunt constantele de integrare. Vectorial, am obţinut o formulă asemă-

nătoare celei de la Lema 1.6, şi anume

(

u

v

)

= eλ t

(

C1

C2

)

=C1 · eλ t

(

1

0

)

+C2 · eλ t

(

0

1

)

.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Exerciţiul 1.2. (Matrice cu defect) Fie λ ∈R valoarea proprie dublă a matricei A şi

să presupunem că multiplicitatea ei geometrică este unu. Atunci,

(A−λ · I2)
2 = O2.

Soluţia exerciţiului 1.2. Ecuaţia caracteristică [9, pp. 29, 36] pe care o verifică λ
are expresia det(A− z · I2) = 0, unde z ∈ C, ceea ce se rescrie drept

z2 − (a+ d) · z+(ad− bc) = 0,

adică

z2 − trace(A) · z+ det(A) = 0.

Aici, trace(A) := a+ d desemnează urma6 matricei A iar det(A) := ad − bc deter-

minantul acesteia.

Dat fiind că λ este rădăcina dublă a ecuaţiei ı̂n z, discriminantul ecuaţiei se anu-

lează:

4 Folosim notaţiile tipice: I2 :=

(

1 0

0 1

)

, respectiv O2 :=

(

0 0

0 0

)

.

5 Observăm că prima ecuaţie se rescrie drept eλ t · d
dt

[

u(t) · e−λ t
]

= 0.
6 În englezeşte, trace.
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∆z := [trace(A)]2 − 4 ·det(A) = 0,

de unde det(A) = 1
4
[trace(A)]2, respectiv λ =

trace(A)
2

.

Desfăcând parantezele, avem

(A−λ I2)
2 = A2 − 2λ A+λ 2I2

= A2 − trace(A)A+ [trace(A)]2
4

I2

= A2 − trace(A)A+ det(A)I2.

Conform teoremei Hamilton-Cayley, matricea A ı̂şi verifică ecuaţia caracteristi-

că:

A2 − trace(A) ·A+ det(A) · I2 = O2.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Lema 1.10. În contextul Exerciţiului 1.2, există

(

U2

V2

)

∈ R2\{O21} astfel ca

(A−λ I2)

(

U2

V2

)

6= O21. (1.6)

Atunci,

1) vectorul

(

U1

V1

)

= (A−λ I2)

(

U2

V2

)

ı̂i este vector propriu, corespunzându-i lui λ , matricei A;

2) vectorii

{(

U1

V1

)

,

(

U2

V2

)}

sunt liniar independenţi peste corpul R.

Demonstraţie. 2) Deoarece spaţiul vectorial real al vectorilor proprii corespun-

zându-i lui λ are dimensiunea unu, există

(

U2

V2

)

∈R2\{O21} care să nu ı̂i fie vector

propriu matricei A, adică un vector pentru care să aibă loc (1.6).

Presupunem că, prin absurd, ar exista C ∈ R\{0} astfel ı̂ncât

(

U1

V1

)

= (A−λ I2)

(

U2

V2

)

=C ·
(

U2

V2

)

.

De aici ar rezulta că
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[A− (λ +C)I2]

(

U2

V2

)

= O21,

adică λ +C 6= λ i-ar fi valoare proprie matricei A. Am ajunge, evident, la o contra-

dicţie.

1) Conform Exerciţiului 1.2,

O21 = (A−λ I2)
2

(

U2

V2

)

= (A−λ I2)

[

(A−λ I2)

(

U2

V2

)]

= (A−λ I2)

(

U1

V1

)

.

Cum

(

U1

V1

)

6= O21, el ı̂i este vector propriu matricei A.

Aşadar, dacă (A−λ I2)

(

U2

V2

)

6= O21, atunci vectorii

{(

U2

V2

)

,(A−λ I2)

(

U2

V2

)}

formează o bază a spaţiului liniar R2 peste corpul R.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔
Lema 1.11. În contextul Lemei 1.10, funcţiile

(

u

v

)

= eλ t

[(

U2

V2

)

+ t ·
(

U1

V1

)]

, t ∈ R,

alcătuiesc o soluţie a sistemului diferenţial.

Demonstraţie. Sunt valabile relaţiile

(

u

v

)′
(t) = λ eλ t

[(

U2

V2

)

+ t ·
(

U1

V1

)]

+ eλ t ·
(

U1

V1

)

= eλ t

[

λ

(

U2

V2

)

+

(

U1

V1

)]

+ teλ t ·
[

λ

(

U1

V1

)]

= eλ t

[

λ

(

U2

V2

)

+

(

U1

V1

)]

+ teλ t ·
[

A

(

U1

V1

)]

= eλ t

[

λ

(

U2

V2

)

+(A−λ I2)

(

U2

V2

)]

+ teλ t

[

A

(

U1

V1

)]

= eλ t

[

A

(

U2

V2

)]

+ teλ t

[

A

(

U1

V1

)]

= A

{

eλ t

[(

U2

V2

)

+ t

(

U1

V1

)]}

.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔
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Lema 1.12. Soluţia generală a sistemului diferenţial, ı̂n contextul Exerciţiului 1.2

— adică, al matricei A cu defect —, este

(

u

v

)

=C1 · eλ t

(

U1

V1

)

+C2 · eλ t

[(

U2

V2

)

+ t

(

U1

V1

)]

, t ∈ R,

unde C1,2 ∈ R.

Demonstraţie. Conform Lemei 1.10,

(

U1

V1

)

este vector propriu al matricei A, deci,

la fel ca la Lema 1.1,

[

C1eλ t

(

U1

V1

)]′
=C1eλ t

[

λ

(

U1

V1

)]

=C1eλ t ·A
(

U1

V1

)

= A ·
[

C1eλ t

(

U1

V1

)]

.

De asemeni, conform Lemei 1.11,

{

C2eλ t

[(

U2

V2

)

+ t ·
(

U1

V1

)]}′
= A ·

{

C2eλ t

[(

U2

V2

)

+ t ·
(

U1

V1

)]}

.

Cum suma a două soluţii ale sistemului (1.1) ı̂i este ea-ı̂nsăşi soluţie, deducem că

toate funcţiile

(

u

v

)

cu formula din enunţ verifică sistemul diferenţial.

Pe baza Lemei 1.5, introducem data impusă

(

u

v

)

(0) =

(

u0

v0

)

∈ R
2
,

fixată arbitrar.

Atunci,

(

u0

v0

)

=

{

C1 · eλ t

(

U1

V1

)

+C2 · eλ t

[(

U2

V2

)

+ t

(

U1

V1

)]}∣

∣

∣

∣

t=0

=C1

(

U1

V1

)

+C2

(

U2

V2

)

=

(

U1 U2

V1 V2

)

·
(

C1

C2

)

.

Conform Lemei 1.10, punctul 2), matricea

(

U1 U2

V1 V2

)

este nesingulară, astfel că

sistemul algebric ı̂n necunoscutele C1 şi C2 exprimat de relaţia

(

U1 U2

V1 V2

)(

C1

C2

)

=

(

u0

v0

)

este cramerian.
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Observăm că soluţia generală poate fi reorganizată drept

(

u

v

)

= (C1 +C2t)eλ t

(

U1

V1

)

+C2eλ t

(

U2

V2

)

,

adică cu componente de forma polinom de gradul ı̂ntâi ı̂n t ori exponenţială [9, pag.

32].

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Exerciţiul 1.3. Fie a, b, c, d ∈ R astfel ı̂ncât (a−d)2 +4bc = 0 şi b ·c 6= 0. Atunci,

să se arate că:

1) matricea A are valoarea proprie dublă λ = a+d
2

;

2) vectorul

(

1

d−a
2b

)

ı̂i este vector propriu matricei A;

3) vectorii

{(

1

d−a
2b

)

,
1

(

a−d
2

)2
+ b2

(

a−d
2

b

)}

sunt liniar independenţi peste corpul R.

Soluţia exerciţiului 1.3. 1) Remarcăm că det(A) = [trace(A)]2
4

.

2) Prima relaţie din enunţ se rescrie ca d−a
2b

= 2c
a−d

. De aici rezultă că

(

a b

c d

)

(

1

d−a
2b

)

=

(

a+d
2

c+ d · 2c
a−d

)

=
a+ d

2

(

1

2c
a−d

)

.

3) Observăm că matricea ale cărei coloane sunt date de componentele celor doi

vectori are determinantul 1
b
. Astfel, orice combinaţie liniară nulă, cu coeficienţi re-

ali, a celor doi vectori ne va conduce la un sistem cramerian liniar şi omogen. De

unde va rezulta că nu putem avea decât coeficienţi nuli pentru combinaţia liniară

nulă ı̂n cauză.

Dubla egalitate

(

a−d
2

b

c d−a
2

)

· 1
(

a−d
2

)2
+ b2

(

a−d
2

b

)

= (A−λ I2) ·
1

(

a−d
2

)2
+ b2

(

a−d
2

b

)

=

(

1

d−a
2b

)

ı̂i este echivalentă punctului 1) de la Lema 1.10.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Exerciţiul 1.4. Rezolvaţi sistemul diferenţial

{

u′ = 2u+ v,

v′ =−u.
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Soluţia exerciţiului 1.4. Observăm că sunt ı̂ndeplinite ipotezele Exerciţiului 1.3,

respectiv că matricea sistemului, A =

(

2 1

−1 0

)

, este o matrice cu defect. Putem,

aşadar, aplica Lema 1.12 folosind vectorii de la punctul 3) al Exerciţiului 1.3.

Pe de altă parte, plecând de la concluzia că formulele u(t), v(t) trebuie să aibă

forma unui polinom de gradul ı̂ntâi ı̂n t ı̂nmulţit cu eλ t , pornim pe o scurtătură7:

căutăm soluţii exprimate ca

(

u

v

)

=

(

a1 + b1t

a2 + b2t

)

· eλ t
, λ = 1,

unde a1,2, b1,2 ∈ R.

Egalând coeficienţii corespunzători ai polinoamelor de gradul ı̂ntâi formate,

ajungem la relaţiile

{

a1 + a2 = b1,

b1 + b2 = 0.

Introducem cele două constante de integrare: b1 = C1, a1 = C2, unde C1,2 ∈ R, şi

obţinem soluţiile:

u(t) = (C2 +C1t)et
, v(t) = (C1 −C2 −C1t)et

, t ∈ R.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Exerciţiul 1.5. Fie z ∈ C şi matricea

M =

(

0 1

z2 0

)

.

Atunci, dacă z 6= 0,

1) matricea M admite valorile proprii λi = ±z cărora le corespund vectorii proprii
(

Ui

Vi

)

=

(

1

±z

)

, unde i ∈ {1,2};

2) sunt valabile identităţile

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x(t) ezt e−zt

x′(t) zezt −ze−zt

x′′(t) z2ezt z2e−zt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=−2z
[

x′′(t)− z2x(t)
]

, t ∈ R,

respectiv

{

e−2zt
[

eztx(t)
]′}′

= e−zt
[

x′′(t)− z2x(t)
]

, t ∈ R,

unde x : R → R este o funcţie de două ori continuu diferenţiabilă — x ∈ C2—, şi,

dacă z = 0,

7 Cunoscută sub numele de metoda coeficienţilor nedeterminaţi.
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3) matricea M este cu defect iar, ı̂n contextul Lemei 1.10,

(

U1

V1

)

=

(

1

0

)

,

(

U2

V2

)

=

(

0

1

)

.

Soluţia exerciţiului 1.5. 2) Dezvoltăm determinantul după prima coloană.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Exerciţiul 1.6. (Ecuaţia x′′+∆ · x = 0) Fie ∆ ∈ R şi ecuaţia diferenţială ordinară,

liniară şi omogenă,

x′′(t)+∆ · x(t) = 0, t ∈ R.

Atunci, soluţia sa generală are următoarea expresie:

1) dacă ∆ =−ω2 şi ω > 0 este fixat arbitrar,

C1 · eωt +C2 · e−ωt
, t ∈R,

2) dacă ∆ = ω2 şi ω > 0 este fixat arbitrar,

C1 · cos(ωt)+C2 · sin(ωt) , t ∈ R,

3) dacă ∆ = 0,

C1 +C2 · t, t ∈ R,

unde C1,2 ∈ R.

Soluţia exerciţiului 1.6. 1) Folosim Exerciţiul 1.5, punctul 1), cu z = ω şi Lema

1.6, punctul 2).

2) Folosim Exerciţiul 1.5, punctul 1), cu z = iω şi Lema 1.9.

3) Pentru completitudine, putem folosi Exerciţiul 1.5, punctul 3) şi Lema 1.12.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

1.2 Intervalul lui W. Fite. Estimarea lui R. Bellman. Chestiunea

unicităţii

Rezultatele din această secţiune sunt considerate de pionierat ı̂n studiile privi-

toare la ecuaţiile diferenţiale ordinare. Astfel, ele se regăsesc ı̂n teoria stabilităţii

[4], teoria oscilaţiilor [1], ş.a.m.d. Demonstraţiile lor se bazează pe aceeaşi tehnică

de calcul.

Teorema 1.1. (Intervalul lui W. Fite [8]) Dacă matricea A este nenulă, dacă funcţiile
(

u

v

)

sunt o soluţie a sistemului diferenţial (1.1) şi nu sunt identic nule şi dacă există
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t0 6= t1 ∈ (A,B), unde (A,B) este un subinterval mărginit al lui R, cu proprietatea că

u(t0) = v(t1) = 0, atunci are loc inegalitatea:

B−A ≥ 1

|a|+ |b|+ |c|+ |d|.

Demonstraţie. Fixăm numărul t ∈ [t0,B]. Atunci, conform teoremei Leibniz-New-

ton,

∫ t
t0

u′(s)ds =
∫ t

t0
[a ·u(s)+ b · v(s)]ds

= u(t)− u(t0) = u(t).

Aplicând inegalitatea triunghiului, deducem că

|u(t)| ≤ ∫ t
t0
[|a| · |u(s)|+ |b| · |v(s)|]ds ≤ ∫ t

t0
(|a|+ |b|) · (|u(s)|+ |v(s)|)ds

≤ ∫ t
t0
(|a|+ |b|)ds · (‖u‖∞+ ‖v‖∞) = (t − t0) · (|a|+ |b|)(‖u‖∞+ ‖v‖∞)

≤ (B−A)(|a|+ |b|)(‖u‖∞+ ‖v‖∞) ,

unde ‖u‖∞ := sup
q∈[A,B]

|u(q)|.

La fel, dacă fixăm t ∈ [A, t0], ajungem la inegalitatea

|u(t)|=
∣

∣

∣

∣

−
∫ t0

t
u′(s)ds

∣

∣

∣

∣

≤ (B−A)(|a|+ |b|)(‖u‖∞+ ‖v‖∞) .

Dată fiind continuitatea funcţiei u, deducem că există (cel puţin) un număr q0 ∈
[A,B] astfel ı̂ncât

‖u‖∞ = max
q∈[A,B]

|u(q)|= |u(q0)|
≤ (B−A)(|a|+ |b|)(‖u‖∞+ ‖v‖∞) .

În acelaşi fel, stabilim valabilitatea estimării:

‖v‖∞ ≤ (B−A)(|c|+ |d|)(‖u‖∞+ ‖v‖∞) .

Apoi, prin sumarea ultimelor două inegalităţi, ajungem la

‖u‖∞+ ‖v‖∞ ≤ (B−A)(|a|+ |b|+ |c|+ |d|)· (‖u‖∞+ ‖v‖∞) ,

de unde, ţinând seama că ‖u‖∞+ ‖v‖∞ > 0, concludem:

1 ≤ (B−A)(|a|+ |b|+ |c|+ |d|).

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔
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Teorema 1.2. ([4]) Dacă funcţiile

(

u

v

)

sunt o soluţie a sistemului diferenţial (1.1),

atunci are loc inegalitatea:

|u(t)|+ |v(t)| ≤ (|u(0)|+ |v(0)|) · e(|a|+|b|+|c|+|d|)·|t|
, t ∈ R.

Demonstraţie. Fixăm numărul t ≥ 0. La fel ca la Teorema 1.1,































∫ t
0 u′(s)ds = u(t)− u(0)

=
∫ t

0 [a ·u(s)+ b · v(s)]ds,

∫ t
0 v′(s)ds = v(t)− v(0)

=
∫ t

0 [c ·u(s)+ d · v(s)]ds.

Aplicând inegalitatea triunghiului, avem































|u(t)| ≤ |u(0)|+
∫ t

0 [|a| · |u(s)|+ |b| · |v(s)|]ds

≤ |u(0)|+
∫ t

0 (|a|+ |b|) · [|u(s)|+ |v(s)|]ds,

|v(t)| ≤ |v(0)|+ ∫ t
0 [|c| · |u(s)|+ |d| · |v(s)|]ds

≤ |v(0)|+ ∫ t
0 (|c|+ |d|) · [|u(s)|+ |v(s)|]ds.

De aici,

|u(t)|+ |v(t)| ≤ |u(0)|+ |v(0)|+ ∫ t
0 (|a|+ |b|+ |c|+ |d|)· [|u(s)|+ |v(s)|]ds.

Cum t este un număr oarecare, deducem că am ajuns la următoarea inegalitate

[4, pag. 35, Lemma 1]:

W (q)≤W (0)+

∫ q

0
C ·W(s)ds, q ≥ 0, (1.7)

unde W (q) := |u(q)|+ |v(q)| şi C := |a|+ |b|+ |c|+ |d|. În particular, pentru C = 0,

aceasta este chiar inegalitatea din enunţ:

|u(q)|+ |v(q)| ≤ |u(0)|+ |v(0)|= [|u(0)|+ |v(0)|] · e0·q
, q ≥ 0.

Adăugăm ipoteza temporară C > 0. Observăm că inegalitatea (1.7) se rescrie

după cum urmează:

W (q)−C ·
∫ q

0 W (s)ds = eC·q · d
dq

[

e−C·q ·
∫ q

0 W (s)ds
]

≤W (0), q ≥ 0.

Pe baza teoremei Leibniz-Newton,
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∫ t
0

d
dq

[

e−Cq · ∫ q
0 W (s)ds

]

dq = e−Ct · ∫ t
0 W (s)ds

≤W (0) · ∫ t
0 e−Cqdq =W (0) · 1−e−Ct

C
.

De aici,

∫ t

0
W (s)ds ≤W (0) · eCt − 1

C
,

respectiv

W (t) ≤W (0)+C · ∫ t
0 W (s)ds

≤W (0)+W(0) ·
(

eCt − 1
)

=W (0) · eCt .

Să fixăm acum numărul t ≤ 0 şi să renunţăm la ipoteza temporară. Următoarea

schimbare de variabile






u(q) =U(s),
v(q) =V (s),
s(q) =−q,

q ≤ 0, (1.8)

ne conduce la relaţiile







du
dq
(q) =− dU

ds
(s(q)) ,

dv
dq
(q) =− dV

ds
(s(q)) .

Sistemul diferenţial (1.1) se rescrie astfel:

{ dU
ds
(s) = (−a) ·U(s)+ (−b) ·V(s),

dV
ds
(s) = (−c) ·U(s)+ (−d) ·V(s).

s ≥ 0. (1.9)

Aplicând concluzia primei părţi a demonstraţiei, avem

|u(t)|+ |v(t)| = |U(s(t))|+ |V (s(t))|
= |U(s)|+ |V (s)|
≤ [|U(0)|+ |V (0)|] · es·(|−a|+|−b|+|−c|+|−d|)

= [|u(0)|+ |v(0)|] · e|t|·(|a|+|b|+|c|+|d|).

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Teorema 1.3. Fie t0 ∈R şi (u0,v0)
T ∈R2 oarecare. Atunci, sistemul diferenţial (1.1)

admite cel mult o soluţie

(

u

v

)

cu proprietatea că

(

u(t0)
v(t0)

)

=

(

u0

v0

)

.
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Demonstraţie. Schimbarea de variabile







u(t) =U(s),
v(t) =V (s),
s(t) = t − t0,

t ∈ R,

ne conduce la problema Cauchy [11, pag. 83]



























dU
ds
(s) = a ·U(s)+ b ·V(s),

dV
ds
(s) = c ·U(s)+ d ·V (s),

U(0) = u0,

V (0) = v0,

s ∈ R. (1.10)

Să presupunem că problema (1.10) ar admite două soluţii

(

Ui

Vi

)

, unde i ∈ {1,2}.

Atunci, diferenţa celor două soluţii, notată cu W :=

(

U2 −U1

V2 −V1

)

[11, pag. 159], ar

verifica problema



























dW1
ds

(s) = a ·W1(s)+ b ·W2(s),

dW2
ds

(s) = c ·W1(s)+ d ·W2(s),

W1(0) = 0,

W2(0) = 0,

s ∈ R,

unde W =

(

W1

W2

)

.

Conform Teoremei 1.2, soluţia W ar trebui să fie identic nulă: W (s) = O21 pentru

orice număr real s.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔





Capitolul 2

Orbite ı̂n planul fazelor pentru ecuaţia
diferenţială, liniară şi omogenă, de ordinul al
doilea

2.1 Grupul de transformări uniparametric al sistemului (1.1)

Îi ataşăm matricei A =

(

a b

c d

)

∈ M2 (R), a coeficienţilor sistemului diferenţial

(1.1), mărimile

trace := a+ d,

det := ad− bc,

discr := trace2 − 4 ·det = (a− d)2 + 4bc.

Ele desemnează urma, determinantul şi discriminantul matricei. Vezi pagina 11.

Valorile proprii ale matricei, λ1,2, nu neapărat distincte, sunt date de formulele

λ1,2 =
1

2

(

trace±
√

discr
)

, discr ≥ 0,

respectiv

λ1,2 =
1

2

(

trace± i
√
−discr

)

, discr < 0.

Astfel,

λ1 +λ2 = trace, λ1 ·λ2 = det, (λ1 −λ2)
2 = discr.

2.1.1 Formulele soluţiei generale a sistemului (1.1)

Dacă valorile proprii sunt reale şi distincte, atunci soluţia generală are expresia

23
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(

u(t)
v(t)

)

= C1eλ1t ·u1 +C2eλ2t ·u2, t ∈ R, (2.1)

=
((

eλ1t ·u1

) (

eλ2t ·u2

))

(

C1

C2

)

,

unde C1,2 ∈ R reprezintă constantele de integrare şi u1,2 ∈ R
2 vectori proprii liniar

independenţi peste corpul R ai matricei A. Vezi Lema 1.6, punctul 2).

Dacă valorile proprii sunt egale, λ := λ1 = λ2, iar matricea A nu are defect,

atunci soluţia generală are expresia

(

u(t)
v(t)

)

= C1eλ t ·u1 +C2eλ t ·u2, C1,2 ∈R, (2.2)

= eλ t ·
(

u1 u2

)

(

C1

C2

)

,

unde u1 =

(

1

0

)

, u2 =

(

0

1

)

. Vezi Exerciţiul 1.1.

Dacă valorile proprii sunt egale, cu valoarea comună λ , iar matricea A are defect,

atunci soluţia generală are expresia

(

u(t)
v(t)

)

= (C1 +C2 t)eλ t ·u1 +C2eλ t ·u2, C1,2 ∈ R, (2.3)

= eλ t ·
(

u1 (t ·u1 + u2)
)

(

C1

C2

)

,

unde u1,2 ∈ R2 sunt vectori liniar independenţi peste corpul R. Vezi Lema 1.12.

Aici, doar u1 ı̂i este vector propriu matricei A!

Dacă valorile proprii sunt numere complexe nereale,

λ := λ1 = α + iβ ,

λ = λ2 = α − iβ ,

unde α, β ∈ R, β 6= 0, atunci soluţia generală are expresia

(

u(t)
v(t)

)

= eαt

(

(C1U1 −C2U2) (−C1U2 −C2U1)
(C1V1 −C2V2) (−C1V2 −C2V1)

)(

cos(β t)
sin(β t)

)

= eαt (C1 cosβ t −C2 sinβ t)

(

U1

V1

)

+(−C2 cosβ t −C1 sin β t)

(

U2

V2

)

= −eαt ·
(

u1 u2

)

(

−cosβ t sinβ t

sinβ t cosβ t

)(

C1

C2

)

, C1,2 ∈ R. (2.4)

Vezi Lema 1.9.

Aici, vectorii
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u1 :=

(

U1

V1

)

, u2 :=

(

U2

V2

)

∈ R
2 (2.5)

sunt liniar independenţi peste corpul R, deci matricea

(

u1 u2

)

≡
(

U1 U2

V1 V2

)

este inversabilă.

Extinzând vectorii la elemente din R3, adică

u =

(

U

V

)

≡





U

V

0



 , U,V ∈ R,

observăm că:

1) determinantul matricei
(

u1 u2

)

coincide cu produsul mixt a trei vectori:

det(u1,u2) :=

∣

∣

∣

∣

U1 U2

V1 V2

∣

∣

∣

∣

=U1V2 −V1U2 =
(

u1,u2,k
)

= (u1 × u2) · k 6= 0, k =





0

0

1



 ;

2) modulul determinantului acesteia coincide cu modulul produsului vectorial al

celor doi vectori,

|det(u1,u2)|= |u1 × u2| .

Vezi [23, pp. 230, 232]. În multe situaţii, reorganizarea unor expresii matriceale

pe baza calculului vectorial uşurează dezvoltările formulelor.

Exerciţiul 2.1. (Inversa matricei
(

u1 u2

)

) Fie vectorii

U1 :=
(u2 × u1)× u2

|u1 × u2|2
, U2 :=

(u1 × u2)× u1

|u1 × u2|2

şi i = (1,0,0)T , j = (0,1,0)T . Atunci, sunt valabile egalităţile:

1)

U1 =
V2 · i−U2 · j
(

u1,u2,k
) ≡ 1

U1V2 −V1U2

(

V2

−U2

)

şi

U2 =
−V1 · i+U1 · j
(

u1,u2,k
) ≡ 1

U1V2 −V1U2

(

−V1

U1

)

;
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2)

{

U1 ·u1 = 1,

U1 ·u2 = 0,

{

U2 ·u1 = 0,

U2 ·u2 = 1;

3)

(

u1 u2

)−1
=

1

U1V2 −V1U2

(

V2 −U2

−V1 U1

)

≡
(

1
U1V2−V1U2

(

V2 −U2

)

1
U1V2−V1U2

(

−V1 U1

)

)

=

(
(

U1

)T

(

U2

)T

)

.

Soluţia exerciţiului 2.1. 3) Astfel, inversa unei matrice 2×2 are drept linii vectorii

bazei reciproce [13, pag. 28] a acelei baze a planului euclidian care se formează din

coloanele matricei originale.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Exerciţiul 2.2. (Matricea A cu elemente spectrale impuse)

1) În cazul formulei (2.1),

A =
1

U1V2 −V1U2

(

(λ1U1V2 −λ2V1U2) −(λ1 −λ2)U1U2

(λ1 −λ2)V1V2 (λ2U1V2 −λ1V1U2)

)

.

2) În cazul formulei (2.3),

A =
1

U1V2 −V1U2

(

(λ (U1V2 −V1U2)−U1V1) U2
1

−V 2
1 (λ (U1V2 −V1U2)+U1V1)

)

.

3) În cazul formulei (2.4),

A =
1

U1V2 −V1U2









(

α (U1V2 −V1U2)
−β (U1V1 +U2V2)

)

β
(

U2
1 +U2

2

)

−β
(

V 2
1 +V 2

2

)

(

α (U1V2 −V1U2)
+β (U1V1 +U2V2)

)









.

Soluţia exerciţiului 2.2. 1) Întrebuinţăm relaţia

A

(

U1 U2

V1 V2

)

=

(

λ1U1 λ2U2

λ1V1 λ2V2

)

.

2) Plecând de la egalitatea (A−λ I2)u2 = u1, deducem că

A

(

U1 U2

V1 V2

)

=

(

λU1 λU2 +U1

λV1 λV2 +V1

)

.

3) Utilizăm relaţia
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A

(

U1 U2

V1 V2

)

=

(

(αU1 −βU2) (αU2 +βU1)
(αV1 −βV2) (αV2 +βV1)

)

.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

2.1.2 Grupul de izomorfisme ataşat sistemului (1.1)

Fie t ∈ R, fixat arbitrar. Introducem funcţia gt : R2 → R2 cu formula

gt(x,y) =

(

u(t)
v(t)

)

, x, y ∈ R,

unde (u,v)T reprezintă singura soluţie1 a sistemului diferenţial (1.1) pentru care

{

u(0) = x,

v(0) = y.

Întrebuinţăm expresiile (2.5) ale vectorilor u1,2 care fac parte din formulele solu-

ţiei generale.

Astfel, ı̂n cazul formulelor (2.1) şi (2.3), avem următoarele valori pentru cons-

tantele de integrare:

(

C1

C2

)

=
1

U1V2 −V1U2

(

V2 −U2

−V1 U1

)(

x

y

)

. (2.6)

În particular, ı̂n cazul formulei (2.2),

(

C1

C2

)

= I2 ·
(

x

y

)

=

(

x

y

)

.

În cazul formulei (2.4), obţinem

(

C1

C2

)

=
1

U1V2 −V1U2

(

V2 −U2

V1 −U1

)(

x

y

)

.

Drept consecinţă, formula funcţiei gt poate fi rescrisă ca

gt(x,y) = G(t) ·
(

x

y

)

, t, x, y ∈ R,

unde funcţia matriceală G : R→ M2 (R) are o proprietate remarcabilă: Lema 2.2.

Lema 2.1. 1) În cazul formulei (2.1),

1 Vezi chestiunea unicităţii, adică Lema 1.5.
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G(t) =
1

U1V2 −V1U2

((

eλ1tU1V2 − eλ2tV1U2

)

−U1U2

(

eλ1t − eλ2t
)

V1V2

(

eλ1t − eλ2t
) (

eλ2tU1V2 − eλ1tV1U2

)

)

, t ∈ R,

şi det(G(t)) = e(λ1+λ2)t .

2) În cazul formulei (2.3),

G(t) =
eλ t

U1V2 −V1U2

(

(U1V2 −V1U2 − tU1V1) tU2
1

−tV 2
1 (U1V2 −V1U2 + tU1V1)

)

, t ∈ R,

şi det(G(t)) = e2λ t .

3) În cazul formulei (2.4),

G(t) =
eαt

U1V2 −V1U2

×









(

−(U1V1 +U2V2) sinβ t

+(U1V2 −V1U2)cosβ t

)

(

U2
1 +U2

2

)

sinβ t

−
(

V 2
1 +V 2

2

)

sinβ t

(

(U1V1 +U2V2)sinβ t

+(U1V2 −V1U2)cosβ t

)









, t ∈ R,

şi det(G(t)) = e2αt .

Demonstraţie. Relaţiile se probează prin calcul direct.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Observăm că

det(G(t)) = etrace·t
, t ∈ R,

identitate cunoscută drept formula lui (J.) Liouville [9, pag. 56].

Lema 2.2. (Proprietatea grupală a lui G [2, pp. 15, 129]) Pentru orice t, s ∈ R,

G(t + s) = G(t) ·G(s).

În particular, G(0) = I2 şi

[G(t)]−1 = G(−t), t ∈ R.

Demonstraţie. Păstrăm contextul părţilor 1) – 3) de la Lema 2.1 ı̂nsă ne limităm

doar la calculul2 elementelor (G(t) ·G(s))11.

1) Au loc relaţiile

(

eλ1tU1V2 − eλ2tV1U2

)(

eλ1sU1V2 − eλ2sV1U2

)

2 Demonstrarea rapidă a acestei proprietăţi se bazează pe chestiunea unicităţii şi pe următoarea

caracteristică a soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale ordinare, liniară şi omogenă, cu coeficienţi cons-

tanţi: dacă x = x(t), t ∈ R, ı̂i este soluţie ecuaţiei, atunci şi funcţia t 7→ x(t + constantă) ı̂i va fi

soluţie.
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−U1U2V1V2

(

eλ1t − eλ2t
)(

eλ1s − eλ2s
)

= eλ1(t+s)U2
1 V 2

2 + eλ2(t+s)V 2
1 U2

2 −U1U2V1V2

[

eλ1(t+s)+ eλ2(t+s)
]

=
[

eλ1(t+s)U1V2 − eλ2(t+s)V1U2

]

(U1V2 −U2V1) .

2) Sunt valabile egalităţile

(U1V2 −V1U2 − tU1V1)(U1V2 −V1U2 − sU1V1)− tsU2
1 V 2

1

= (U1V2 −V1U2)
2 − (t + s)(U1V2 −V1U2)U1V1

= [U1V2 −V1U2 − (t + s)U1V1] (U1V2 −V1U2) .

3) În sfârşit,

[−(U1V1 +U2V2)sinβ t +(U1V2 −V1U2)cosβ t]

× [−(U1V1 +U2V2) sinβ s+(U1V2 −V1U2)cosβ s]

−
(

U2
1 +U2

2

)(

V 2
1 +V 2

2

)

sinβ t sinβ s

= sinβ t sinβ s ·
[

(U1V1 +U2V2)
2 −
(

U2
1 +U2

2

)(

V 2
1 +V 2

2

)

]

−(U1V1 +U2V2)(U1V2 −V1U2)sinβ (t + s)

+(U1V2 −V1U2)
2

cosβ t cosβ s

= [−(U1V1 +U2V2)sinβ (t + s)+ (U1V2 −V1U2)cosβ (t + s)](U1V2 −V1U2) .

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔
Am construit, aşadar, o mulţime formată din izomorfisme — aplicaţii liniare şi bi-

jective — ale planului euclidian R2: (gt)t∈R. Aceasta are structură de grup ı̂n raport

cu compunerea funcţiilor:

gt+s = gt ◦ gs
, t, s ∈R.

Timpul t [2, pag. 14], utilizat la indicierea elementelor gt , constituie parametrul

grupului. Aplicaţiile gt sunt numite şi transformări punctuale [23, pag. 502] ale lui

R2.

Lema 2.3. (Ecuaţia diferenţială a matricelor fundamentale de soluţii [11, pag. 172],

[9, pag. 54]) Pentru orice t ∈R,

d

dt
[G(t)] = A ·G(t).

Demonstraţie. Egalitatea se rescrie ca G′(t) · [G(t)]−1 = A. Pentru matricea A folo-

sim expresiile de la Exerciţiul 2.2. Apoi, noua relaţie se probează prin calcul direct.

De asemeni, sunt valabile identităţile

∂

∂ t

[

gt(x,y)
]

−A ·gt(x,y)
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=
[

G′(t)−AG(t)
]

(

x

y

)

= O21, ∀x,y ∈ R. (2.7)

Introducând ı̂n egalitatea (2.7) valorile

(

x

y

)

∈
{(

1

0

)

,

(

0

1

)}

, stabilim că fiecare

din coloanele matricei G′(t)−AG(t) conţine doar elemente nule.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

În concluzie, nu pot scăpa neobservate similitudinile dintre proprietăţile acestei

aplicaţii G şi cele ale funcţiei exponenţiale: x 7→ ex, x ∈ R. Prin urmare, ı̂n literatură

se foloseşte notaţia sugestivă

etA := G(t), t ∈R.

Aplicaţia matriceală G devine, astfel, funcţia exponenţială a matricei A. Informal,

exponenţiala matricei.

2.1.3 Orbitele sistemului (1.1)

Fie punctul3 M = (x,y)T ∈ R2, fixat arbitrar. Mulţimea

O (M) = O(x,y) :=
{

gt(x,y)
∣

∣ t ∈R
}

reprezintă o orbită [2, pag. 24] a sistemului diferenţial (1.1). Evident, nicio orbită

nu este vidă:

(

x

y

)

= g0(x,y) ∈ O(x,y).

Originea O = (0,0)T , a reperului cartezian Oxyt, desemnează un punct staţionar

sau fix, un echilibru [2, pag. 16] ori, prin extensie de limbaj, un punct singular [11,

pag. 247] al sistemului diferenţial, adică un punct aflat pe o orbită constând dintr-un

singur punct: O(0,0) =
{

(0,0)T
}

.

Lema 2.4. (Disjuncţia orbitelor [2, ibid.]) Dacă O(x1,y1)∩O(x2,y2) 6= /0 pentru

punctele (xi,yi)
T ∈ R2, unde i ∈ {1,2}, atunci există s ∈ R astfel ca

(

x2

y2

)

= gs (x1,y1) .

De unde, O(x1,y1) = O(x2,y2).

3 În materialul de faţă, geometria se păstrează ı̂n fundal: lucrăm, fără să precizăm de fiecare dată, ı̂n

raport cu reperul cartezian Oxyt , ale cărui axe de coordonate au vectorii directori i, j, respectiv k.

În funcţie de context, perechea de numere reale (x,y)T poate desemna atât un punct M al planului

Oxy cât şi un vector liber (geometric) din planul liniar TR2, u = x · i+ y · j [13] [2, pag. 284].
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Demonstraţie. Fie t1,2 ∈R cu gt1(x1,y1) = gt2(x2,y2). Conform Lemei 2.2, avem

(

x2

y2

)

=
(

gt2
)−1 (

gt1(x1,y1)
)

= gt1−t2(x1,x2).

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Lema 2.5. (Autointersecţiile unei orbite) Fie (x,y)T ∈R
2. Dacă aplicaţia (t ∈R) 7→

gt(x,y) nu este injectivă, atunci orbita O(x,y) este compactă (ı̂nchisă şi mărginită)

ı̂n topologia euclidiană a planului fazelor.

Demonstraţie. Fixăm t1,2 ∈ R, t1 6= t2, cu gt1(x,y) = gt2(x,y). Conform Lemei 2.2,

avem

(

x

y

)

= gT (x,y),

unde T = max{t1, t2}−min{t1, t2}> 0. Atunci,

O(x,y) =
{

gt(x,y)
∣

∣ t ∈ [0,T ]
}

.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Lema 2.6. (Echilibre netriviale) Dacă punctul M ∈R2\{O} are orbita formată din-

tr-un singur punct, atunci det = 0.

Demonstraţie. Utilizăm egalitatea multiplă:

(

0

0

)

=
(

gt
)′
(x,y) =

∂

∂ t

[

gt(x,y)
]

= A ·gt(x,y) = [A ·G(t)]

(

x

y

)

, M =

(

x

y

)

6= O21.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Aşadar, planul euclidian este partiţionat de orbitele sistemului diferenţial:

R
2 =

⋃

(

x

y

)

∈R2

O(x,y).

A face portretul fazelor unui sistem diferenţial presupune a ilustra, ı̂n jurul punc-

telor remarcabile, orbitele acestuia: sunt ı̂nfăţişate formele4 caracteristice, acelea

datorită cărora portretul va fi recunoscut cu uşurinţă.

În Figura 2.1 sunt reprezentate: un fragment din graficul soluţiei

4 În literatură se vorbeşte şi despre aspectul [2, pag. 39] curbelor ori despre alura lor ş.a.m.d.
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(

u

v

)

=

(

cost

−sint

)

= gt(1,0), t ∈ R,

a ecuaţiei (liniarizate a) pendulului matematic [2, pag. 60], x′′+ x = 0, şi cercul for-

mat de proiecţia ortogonală a acestui fragment pe planul Oxy, numit planul fazelor

sistemului diferenţial

{

u′ = v,

v′ =−u, t ∈ R.

Fig. 2.1 Graficul (ı̂n portocaliu) şi proiecţia (ı̂n albastru a) acestuia pe planul fazelor pentru solu-

ţia (x,x′)T
, a sistemului 2× 2 echivalent ecuaţiei diferenţiale x′′ + x = 0, cu data impusă x(0) =

1, x′(0) = 0. Soluţia a fost calculată pentru t ∈ [0,7.8] ca să i se evidenţieze periodicitatea.

Deoarece fragmentul de grafic a fost construit pentru un interval de timp cu lun-

gimea mai mare decât perioada principală a soluţiei, proiecţia pe planul fazelor

constituie ı̂ntreaga orbită generată de data impusă (1,0)T :

O(1,0) = S
1
,
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adică cercul-unitate. Atunci când nu este pericol de confuzie, vezi Figura 2.2, ne

vom referi la fragmentele desenate cu apelativul orbite; chiar dacă, ı̂n realitate,

acestea sunt nemărginite, deci nu pot fi ilustrate pe foaia de hârtie fără reprezen-

tări complicate [2, pag. 22].

Triunghiurile negre din imagini semnifică săgeţi indicatoare ale sensului de par-

curs [2, pag. 40], adică ale ordinii ı̂n care sunt desenate punctele proiecţiei pe măsură

ce trece timpul t, dinspre trecutul −∞ către viitorul +∞ [2, pp. 11, 14, 20].

2.2 Ecuaţia oscilatorului liniar amortizat

Fie numerele c, k ∈ R, fixate arbitrar, pe care le vom numi coeficienţii de amor-

tizare şi respectiv de elasticitate ai ecuaţiei diferenţiale ordinare

..
x +c

.
x +kx = 0, t ∈ R. (2.8)

Pe scurt, amortizarea5 c şi elasticitatea k.

Vom ı̂ntrebuinţa, fără menţiuni speciale, două notaţii ale derivatei unei funcţii.

Astfel, derivatele cu puncte —
.
x,

..
x,

.
r,

..
r ş.a.m.d. — se referă la derivarea ı̂n raport

cu timpul t. Notaţia cu prim, adică u′, v′′ şi restul, desemnează derivări ı̂n raport cu

alte variabile: de exemplu, derivata ı̂n raport cu coordonata curbilinie s.

Ecuaţia (2.8) se rescrie ca sistem diferenţial, liniar şi omogen, drept

{ .
x = y,
.
y =−k · x− c · y, t ∈ R, (2.9)

de unde A =

(

0 1

−k −c

)

, respectiv

trace =−c, det = k, discr = c2 − 4k.

În consecinţă, ecuaţia caracteristică ataşată ecuaţiei (2.8) capătă expresia

λ 2 + c ·λ + k = 0, λ ∈ C, (2.10)

şi, observând că

(

eλ t
)..

+ c
(

eλ t
).

+ keλ t = eλ t ·
(

λ 2 + cλ + k
)

,

deducem formula unei soluţii complexe a ecuaţiei diferenţiale: t 7→ eλ t , t ∈R. Solu-

ţia generală reală a ecuaţiei (2.8) se construieşte, urmând tehnica din primul capitol,

pe baza acestei soluţii [9, pag. 29].

5 În englezeşte, damping. În literatură se face uz şi de termenul (coeficient de) frecare.
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Exerciţiul 2.3. Dacă matricea A a sistemului diferenţial (2.9) este cu defect, atunci

are loc egalitatea

(A−λ I2)

(

U2

V2

)

=

(

U1

V1

)

,

unde

(

U1

V1

)

=

(

1

λ

)

,

(

U2

V2

)

=

(

0

1

)

.

Soluţia exerciţiului 2.3. Avem det = trace2

4
, λ = trace

2
.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Exerciţiul 2.4. Să se arate că:

1) schimbarea de variabile

{

X = ect · x,
Y = ect · y

transformă sistemul (2.9) ı̂n

{ .
X = c ·X +Y,
.
Y =−k ·X ,

t ∈ R;

2) este valabilă dubla identitate

..
Y −c

.
Y +kY = ect ·

(..
x +c

.
x +kx

).
= 0.

Soluţia exerciţiului 2.4. 1) Utilizăm reorganizarea ecuaţiei (2.8) sub forma

(

ect .
x
).

+ k · ectx = 0, t ∈ R.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

2.2.1 Cazul trace < 0, det > 0, discr > 0

Reprezentările grafice care urmează sunt destinate, mai ales, unei realizări de

mână, stilizate. Locul celei de-a doua derivate a unei funcţii numerice, folosită, a-

tunci când se construieşte graficul [14, pag. 348] funcţiei ı̂n cauză, pentru stabilirea

intervalelor de concavitate versus convexitate ale acesteia, este luat aici de analiza

curburii cu semn6 a fragmentelor de orbită: ı̂ncotro coteşte orbita, la stânga sau la

dreapta?

6 În englezeşte, signed curvature.
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Calculele de până acum arată că raza vectoare7 r(t) = OM a punctului curent

M =
(

x(t),
.
x (t)

)T

de pe orbită are formula

r(t) = x(t) · i+ y(t) · j

= α(t) ·u1 +β (t) ·u2, t ∈ R,

Fig. 2.2 Portretul fazelor pentru ecuaţia diferenţială x′′ + 3x′ + 2x = 0. Aici, trace < 0, det >

0, discr > 0.

unde vectorii {u1,u2} alcătuiesc o bază — constantă! —, ı̂n general neortogonală,

a planului liniar director TR2, peste corpul R, al foii de hârtie. Cu ajutorul regu-

lii paralelogramului, aplicată segmentelor orientate din desen, şi a unor estimări

asimptotice imediate vom stabili alura orbitei ı̂n vecinătatea echilibrului trivial al

sistemului diferenţial, O.

7 Vezi Secţiunea 2.3.
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2.2.1.1 Varietăţi ı̂n planul fazelor

Ne interesează existenţa unor submulţimi simple, adică uşor de parametrizat, ale

planului fazelor ı̂n care să se producă următorul fenomen: orbita unui punct oareca-

re din submulţime să fie inclusă ı̂n submulţime iar submulţimea să conţină, incluse,

cel puţin două orbite. Candidaţii ideali sunt dreptele şi conicele.

Astfel, ne ı̂ntrebăm dacă există vreun număr m ∈ R cu proprietatea că

O(M)⊆ ∆m, ∀M ∈ ∆m,

unde ∆m := { (x,y)T ∈R2
∣

∣ y = m · x}.

Sistemul (2.9) ne conduce la

{ .
x= y = mx,
.
y=−kx− cy =−(k+ cm)x,

respectiv la

{ .
x = mx,

m
.
x =−(k+ cm)x,

de unde

(

m2 + cm+ k
)

· x(t) = 0, t ∈ R.

Concludem că m ∈ {λ1,2}. Vezi (2.10).

Introducem soluţiile relevante, speculând formula (2.1):

(

x1C1

y1C1

)

:=C1eλ1t ·
(

1

λ1

)

,

(

x2C2

y2C2

)

:=C2eλ2t ·
(

1

λ2

)

, t ∈R,

unde C1,2 ∈ R. Evident,

(

xiCi
(t)

yiCi
(t)

)

∈ ∆λi
∩O (Ci,λiCi) , t ∈R, i ∈ {1,2}.

Deoarece valorile proprii λ2 < λ1 sunt negative, deducem că soluţiile

((

x1C+

y1C+

))

C+>0

produc, cu toatele, o singură orbită:

O+ :=

{

µ ·
(

1

λ1

)∣

∣

∣

∣

µ ∈ (0,+∞)

}

.

Într-adevăr, plecând de la egalitatea
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C1eλ1T

(

1

λ1

)

=

(

C2

λ1C2

)

, T :=
1

λ1

ln

(

C2

C1

)

,

unde C1,2 > 0, stabilim că

O (C1,λ1C1)∩O (C2,λ1C2) 6= /0.

Vezi Lema 2.4.

Orbita O+ constituie semidreapta pozitivă a dreptei ∆λ1
. La rândul lor, soluţiile

((

x1C−
y1C−

))

C−<0

determină orbita:

O− :=

{

ζ ·
(

1

λ1

)∣

∣

∣

∣

ζ ∈ (−∞,0)

}

,

adică semidreapta negativă a dreptei ∆λ1
.

Aşadar, avem următoarea partiţionare a dreptei ∆λ1
:

∆λ1
= O−∪{O}∪O+;

aceasta include trei orbite ale ecuaţiei diferenţiale.

Submulţimea ∆λ1
, a planului fazelor, se numeşte varietate diferenţială ori dife-

renţiabilă reală a acestuia. Pe scurt, varietate a planului. Ea are dimensiunea unu.

În Figura 2.2, varietăţile ∆λ1,2
sunt colorate ı̂n albastru.

Apelând ı̂ncă o dată la disjuncţia orbitelor, deducem că nicio (altă) orbită a sis-

temului diferenţial nu poate intersecta vreuna din varietăţile ∆λ1,2
pentru că aceasta

ar implica fie intersectarea uneia din semidrepte, fie trecerea prin originea O. În con-

secinţă, cele două drepte ı̂mpart planul ı̂n patru sectoare disjuncte două câte două,

cu vârful ı̂n O: patru felii de pizza!

Atunci când nu este pericol de confuzie şi construim portretul fazelor cu ajutorul

unui program de calculator, putem spune că, pe varietatea ∆λi
, se găseşte o infinitate

de “orbite” ale sistemului diferenţial. Dat fiind că algoritmul numeric porneşte din

puncte diverse ale planului, aceste “orbite” sunt, ı̂n realitate, simple fragmente de

orbită suprapuse ı̂n vecinătatea lui O.

2.2.1.2 Alura orbitelor dintr-un sector

Folosim conceptele de cinematică din Secţiunea 2.3. Astfel, fixăm constantele

de integrare C1,2 ∈ R pentru care

C1 ·C2 6= 0.

Evident, orbita O (x,y), vezi (2.14), este inclusă (doar) ı̂ntr-unul din sectoare.
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Introducem vectorii −→u 1,
−→u 2 ∈ TOR

2, unde

−→u i ∈ ui =

(

1

λi

)

, i ∈ {1,2}.

Desenăm, ı̂n Figura 2.3, vectorul de poziţie al punctului curent de pe orbită, −→r ∈
TOR

2, unde M = (x(t),y(t))T şi r = OM, respectiv un reprezentant −→v ∈ TOR
2 al

vectorului-viteză v al lui M. Cele două segmente orientate −→
v fac parte din aceeaşi

clasă de echipolenţă, v(t).

Fig. 2.3 Regula paralelogramului: descompunerea vectorilor −→r ,
−→
v după direcţiile u1, u2.

Sunt valabile egalităţile

r = C1eλ1t

[

u1 +
C2

C1

e(λ2−λ1)t ·u2

]

= C1eλ1t [u1 + o(1)] , t →+∞, (2.11)

şi
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v = λ1C1eλ1t

[

u1 +
λ2C2

λ1C1

e(λ2−λ1)t ·u2

]

= λ1C1eλ1t [u1 + o(1)] , t →+∞, (2.12)

respectiv

r = C2eλ2t

[

u2 +
C1

C2

e(λ1−λ2)t ·u1

]

= C2eλ2t [u2 + o(1)] , t →−∞,

şi

v = λ2C2eλ2t

[

u2 +
λ1C1

λ2C2

e(λ1−λ2)t ·u1

]

= λ2C2eλ2t [u2 + o(1)] , t →−∞.

Primele două dezvoltări asimptotice anterioare, (2.11) şi (2.12), ne arată că, a-

tunci când ne ı̂ndepărtăm ı̂n viitor, adică pentru t →+∞, laturile paralele cu −→u 2 ale

celor două paralelograme din figură devin infinit de mici ı̂n comparaţie cu laturile

corespunzătoare care sunt paralele cu −→u 1. În consecinţă, orbita devine paralelă la

+∞ cu varietatea ∆λ1
. Un comportament similar se produce atunci când ne ı̂nde-

părtăm ı̂n trecut, adică pentru t →−∞: orbita devine paralelă la −∞ cu varietatea

∆λ2
.

În plus, cum lim
t→+∞

r = 0, deducem că, la ı̂ndepărtarea ı̂n viitor, particula M va

tinde către originea O.

Pentru a conclude că desenele fragmentelor de orbită din Figura 2.2, realizate cu

ajutorul unor programe de calculator, sunt ı̂n concordanţă cu predicţiile teoretice, a

rămas de răspuns la o singură ı̂ntrebare: de unde rezultă că orbitele nu şerpuiesc,

adică nu au curburi cu semn variabil? Astfel, ne interesează valorile curburii cu

semn (2.29).

Au loc următoarele egalităţi:

x = C1eλ1t +C2eλ2t
,

y =
.
x = C1λ1eλ1t +C2λ2eλ2t

,
.
y=

..
x = C1λ 2

1 eλ1t +C2λ 2
2 eλ2t

,

..
y =

...
x = C1λ 3

1 eλ1t +C2λ 3
2 eλ2t

,

respectiv

(.
x
.
y

)

=

(

λ1 λ2

λ 2
1 λ 2

2

)

(

C1eλ1t

C2eλ2t

)

(2.13)

şi
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..
x

.
y − .

x
..
y =

(

C1λ 2
1 eλ1t +C2λ 2

2 eλ2t
)2

−
(

C1λ1eλ1t +C2λ2eλ2t
)(

C1λ 3
1 eλ1t +C2λ 3

2 eλ2t
)

= −C1C2λ1λ2e(λ1+λ2)t (λ1 −λ2)
2

= −C1C2 ·det · etrace·t ·discr,

unde t ∈ R.

Formula (2.13) a vectorului-viteză al punctului curent ne conduce la (2.26), adică

particula M are ı̂ntotdeauna viteză pe traiectoria sa.

În Figura 2.2, numerotăm ı̂n sens trigonometric cele patru sectoare, pornind din

cadranul al IV-lea al sistemului de referinţă Oxy:

M ∈ sectorul I dacă λ2x < y < λ1x,

M ∈ sectorul II dacă max{λ1x,λ2x}< y,

M ∈ sectorul III dacă λ1x < y < λ2x,

M ∈ sectorul IV dacă min{λ1x,λ2x}> y.

Conform (2.6),

(

C1

C2

)

=
1

λ2 −λ1

(

λ2x− y

y−λ1x

)

, (2.14)

de unde

când M ∈ sectorul I curba coteşte la stânga: k1 s > 0,

când M ∈ sectorul II curba coteşte la dreapta: k1 s < 0,

când M ∈ sectorul III curba coteşte la stânga: k1 s > 0,

când M ∈ sectorul IV curba coteşte la dreapta: k1 s < 0.

În fine, cum avem

d
(

O(x,y),∆λ1

)

:= inf
M∈O(x,y),N∈∆λ1

∣

∣MN
∣

∣

= 0,

se poate afirma că varietatea ∆λ1
ı̂i este mulţime asimptotică (spaţiu asimptotic) la

+∞ oricărei orbite care nu intersectează varietăţile ∆λ1,2
. Cu excepţia orbitei (de-

generate a) originii O, toate celelalte orbite sunt nemărginite şi (curbe) simple. Vezi

Lema 2.5 şi Secţiunea A.3.
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2.2.2 Cazul trace < 0, det > 0, discr = 0

Aici, valorile proprii sunt egale şi negative: λ1,2 = λ < 0, iar matricea A are

defect. Vezi Exerciţiul 2.3.

Căutăm o varietate a planului fazelor sunt forma unei drepte de coeficient un-

ghiular m şi ajungem, la fel ca anterior, la egalitatea

(

m2 + cm+
c2

4

)

· x(t) = 0, t ∈R,

de unde m = λ . Varietatea diferenţială ∆λ este colorată ı̂n albastru ı̂n Figura 2.4.

Fig. 2.4 Portretul fazelor pentru ecuaţia diferenţială x′′ + 2x′ + x = 0. Aici, trace < 0, det >

0, discr = 0.

Are loc partiţionarea varietăţii ca reuniune a trei orbite:

∆λ = O−∪{O}∪O+,

unde semidreapta negativă este
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O− =

{

ζ ·
(

1

λ

)∣

∣

∣

∣

ζ ∈ (−∞,0)

}

iar semidreapta pozitivă este

O+ =

{

µ ·
(

1

λ

)∣

∣

∣

∣

µ ∈ (0,+∞)

}

.

Fixăm constantele de integrare C1,2 ∈ R astfel ı̂ncât

C2 6= 0.

Conform (2.6),

(

C1

C2

)

=

(

x

y−λ x

)

.

Sunt valabile egalităţile

r =

(

x
.
x

)

= (C1 +C2t)eλ t

(

1

λ

)

+C2eλ t

(

0

1

)

= (C1 +C2t)eλ t ·u1 +C2eλ t ·u2

= C2eλ t

(

t ·u1 +
C1

C2

·u1 + u2

)

= C2eλ t (t ·u1 + u3) , (2.15)

respectiv

v = C2λ teλ t

(

1

λ

)

+ eλ t

(

C2 +C1λ
λ (2C2 +C1λ )

)

= C2λ eλ t (t ·u1 + u4)

pentru orice t ∈R, unde

u1 =

(

1

λ

)

, u2 =

(

0

1

)

, u3(x,y) :=
C1

C2

·u1 + u2, (2.16)

şi

u4(x,y) :=
1

C2λ

(

C2 +C1λ
λ (2C2 +C1λ )

)

=
1

C2λ
[(C2 +C1λ ) ·u1 +C2λ ·u2] .

Astfel, cum vectorii t · u1 + u3,4 devin paraleli, atât atunci când t → +∞ cât şi

atunci când t →−∞, cu vectorul-director al varietăţii ∆λ , u1, deducem că orice or-

bită care nu intersectează varietatea ∆λ este paralelă cu aceasta atât ı̂n trecutul

ı̂ndepărtat cât şi ı̂n viitorul ı̂ndepărtat.
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În plus, cum lim
t→+∞

r = 0, rezultă că, la ı̂ndepărtarea ı̂n viitor, particula M va tinde

către originea O.

Pentru a decide semnul curburii, avem

x = (C1 +C2t)eλ t
,

y =
.
x = (C2 +C1λ +λC2t)eλ t

,

.
y=

..
x =

(

2C2λ +C1λ 2 +C2λ 2t
)

eλ t
,

..
y=

...
x =

(

3C2λ 2 +C1λ 3 +C2λ 3t
)

eλ t
,

de unde

(.
x
.
y

)

=

(

1 λ
2λ λ 2

)

(

C2eλ t

(C1 +C2t)eλ t

)

şi

..
x

.
y − .

x
..
y =

(.
y
)2

− y
..
y

=
(

2C2λ +C1λ 2 +C2λ 2t
)2

e2λ t

− (C2 +C1λ +λC2t)
(

3C2λ 2 +C1λ 3 +C2λ 3t
)

e2λ t

= C2
2λ 2e2λ t

= C2
2 ·det · etrace·t

pentru orice t ∈R.

În concluzie, pe fiecare orbită care nu intersectează varietatea ∆λ , particulele

au viteză, respectiv orbitele cotesc ı̂n permanenţă la dreapta iar varietatea ∆λ le

este mulţime asimptotică la +∞. Cu excepţia orbitei (degenerate a) originii O, toate

celelalte orbite sunt nemărginite şi (curbe) simple. Vezi Secţiunea A.2.

2.2.3 Cazul trace < 0, det > 0, discr < 0

Aici, valorile proprii sunt numere complexe nereale:

λ1 = λ = α + iβ ,

λ2 = λ = α − iβ ,

unde

α =− c

2
=

trace

2
, β =−

√
−discr

2
.

Pentru
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u1 =

(

1

α

)

, u2 =

(

0

β

)

,

avem

A =

(

0 1

−k −c

)

=

(

0 1

−
(

α2 +β 2
)

2α

)

.

Vezi Exerciţiul 2.2, punctul 3).

Sunt valabile egalităţile8

r =

(

x

y

)

=

(

x
.
x

)

= eαt (C1 cosβ t +C2 sinβ t)u1 + eαt (−C1 sinβ t +C2 cosβ t)u2, (2.17)

de unde deducem că toate orbitele nedegenerate sunt nemărginite9 şi

lim
t→+∞

r = 0,

respectiv

(.
x
.
y

)

= C1eαt

(

α cosβ t −β sinβ t
(

α2 −β 2
)

cosβ t − 2αβ sinβ t

)

+ C2eαt

(

β cosβ t +α sinβ t
(

α2 −β 2
)

sin β t + 2αβ cosβ t

)

, (2.18)

(..
x
..
y

)

= C1eαt

(
(

α2 −β 2
)

cosβ t − 2αβ sinβ t

α
(

α2 − 3β 2
)

cosβ t −β
(

3α2 −β 2
)

sin β t

)

+ C2eαt

(
(

α2 −β 2
)

sinβ t + 2αβ cosβ t

α
(

α2 − 3β 2
)

sin β t +β
(

3α2 −β 2
)

cosβ t

)

, (2.19)

unde t ∈ R.

Exerciţiul 2.5. Să se arate că, pentru orice t ∈ R:

1)

.
x

2
+

.
y

2
= e2αt

{

cos2 (β t) ·
{

[

C1

(

α2 −β 2
)

+ 2C2αβ
]2
+(αC1 +βC2)

2
}

+ sin2 (β t) ·
{

[

C2

(

α2 −β 2
)

+ 2C1αβ
]2
+(βC1 −αC2)

2
}

+ 2sin(β t)cos(β t) ·
{

αβ
[

1+ 2
(

α2 −β 2
)](

C2
2 −C2

1

)

+ 2
(

α2 −β 2 − 2α2β 2
)

C1C2

}}

;

8 Atenţie, din raţiuni mnemotehnice, am ı̂nlocuit constanta de integrare C2 cu −C2 ı̂n formula (2.4).
9 Vezi şi identitatea (2.21).
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2) determinantul matricei

V (t) :=

(

(α cosβ t −β sinβ t) (β cosβ t +α sinβ t)
((

α2 −β 2
)

cosβ t − 2αβ sinβ t
) ((

α2 −β 2
)

sinβ t + 2αβ cosβ t
)

)

are valoarea β
(

α2 +β 2
)

;

3) se adevereşte inegalitatea

..
x

.
y − .

x
..
y= k2x2 + ky2 + ckxy ≥ 0;

4)

k2x2 + ky2 + ckxy =
(

C2
1 +C2

2

)

β 2
(

α2 +β 2
)

e2αt
.

Soluţia exerciţiului 2.5. 3) Au loc egalităţile

..
x

.
y − .

x
..
y =

(.
y
)2

− y(−kx− cy).

= (−kx− cy)2 − y
(

−k
.
x −c

.
y
)

= (kx+ cy)2 + y
(

ky− ckx− c2y
)

= k2x2 + ky2 + ckxy.

Aplicăm inegalitatea mediilor:

k2x2 + ky2 ≥ 2
√

k3x2y2 =
(

2
√

k
)

k |xy|
≥ ck |xy|
≥ ±ckxy.

Restul formulelor se probează prin calcul direct.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Deoarece

(.
x
.
y

)

= eαtV (t)

(

C1

C2

)

, t ∈ R,

stabilim că particula M are viteză pe oricare din orbitele nedegenerate. Vezi Exer-

ciţiul 2.5, punctul 2).

Căutăm o varietate a planului fazelor de forma

∆m =
{

(x,y)T
∣

∣ y = m · x
}

, m ∈R.

Aceasta ne conduce la identitatea:

[(α −m)C1 +βC2]cos(β t)+ [−βC1 +(α −m)C2]sin(β t) = 0, t ∈ R,
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de unde, prin derivare ı̂n raport cu t, obţinem că

(

((α −m)C1 +βC2) (−βC1 +(α −m)C2)
(β (−βC1 +(α −m)C2)) (−β ((α −m)C1 +βC2))

)(

cosβ t

sinβ t

)

=

(

0

0

)

pentru orice t ∈R.

Fig. 2.5 Portretul fazelor pentru ecuaţia diferenţială x′′ + x′ + 9x = 0. Aici, trace < 0, det >

0, discr < 0.

Ultima identitate implică faptul că matricea din componenţa sa are determinan-

tul nul. De aici, ajungem la sistemul algebric

{

(α −m)C1 +βC2 = 0,

−βC1 +(α −m)C2 = 0,

cu necunoscutele C1,2 ∈ R. Determinantul matricei acestui sistem este estimat prin

(α −m)2 +β 2 ≥ β 2
> 0. (2.20)
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În consecinţă, ∆m = {O} pentru orice m ∈ R. Cu alte cuvinte, nu există nicio vari-

etate diferenţială de tip dreaptă a planului fazelor care să-l partajeze pe acesta ı̂n

sectoare.

Pentru analiza curburii cu semn, realizăm că

..
x

.
y = e2αt

{

cos2 (β t)
[

C1

(

α2 −β 2
)

+ 2C2αβ
]2

+ sin2 (β t)
[

C2

(

α2 −β 2
)

− 2C1αβ
]2

+ 2sin(β t)cos(β t)
{

2
(

C2
2 −C2

1

)

αβ
(

α2 −β 2
)

+ C1C2

[

(

α2 −β 2
)2 − 4α2β 2

]}}

,

respectiv

.
x
..
y = e2αt

{

cos2 (β t)(C1α +C2β )
[

C1α(α2 − 3β 2)+C2β (3α2 −β 2)
]

+ sin2 (β t)(−C1β +C2α)
[

−C1β (3α2 −β 2)+C2α(α2 − 3β 2)
]

+ sin(β t)cos(β t)
{

(C1α +C2β )
[

−C1β (3α2 −β 2)+C2α(α2 − 3β 2)
]

+ (−C1β +C2α)
[

C1α(α2 − 3β 2)+C2β (3α2 −β 2)
]}}

,

unde t ∈ R.

Apoi,

..
x

.
y − .

x
..
y = cos2 (β t) · (subsetul 1)+ sin2 (β t) · (subsetul 2)

+ sin(β t)cos(β t) · (subsetul 3) , t ∈ R,

unde

subsetul 1 = subsetul 2 =
(

C2
1 +C2

2

)

β 2
(

α2 +β 2
)

e2αt
,

subsetul 3 = 0.

Am ajuns la

..
x

.
y − .

x
..
y =

(

C2
1 +C2

2

)

β 2
(

α2 +β 2
)

e2αt

=
(

C2
1 +C2

2

) 4k− c2

4
ke−ct

= −C2
1 +C2

2

4
·discr ·det · etrace·t

, t ∈ R.

Aşadar, toate orbitele nedegenerate cotesc ı̂n permanenţă la dreapta.

Remarcăm identitatea următoare [11, pag. 253]:

r

(

t +
2kπ

−β

)

= e
2kπ · α

−β · r(t), k ∈ Z, t ∈R. (2.21)
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Exerciţiul 2.6. Fie E, F ∈ R, cu E2 +F2 > 0, fixate arbitrar. Dacă există t⋆ ∈ R

astfel ı̂ncât

r(t⋆) =

(

E

F

)

,

atunci să se arate că

eαt⋆

(

cosβ t⋆

sinβ t⋆

)

=
1

C2
1 +C2

2

(

C1 C2

C2 −C1

)

(

U
T
1

U
T
2

)

(

E

F

)

,

unde
{

U1,U2

}

este baza reciprocă a bazei {u1,u2} şi r(0)= (C1,C2)
T ∈R2\{O21} .

Soluţia exerciţiului 2.6. Baza reciprocă este introdusă ı̂n Exerciţiul 2.1. Relaţia din

enunţul de faţă se reorganizează drept

eαt⋆
(

u1 u2

)

(

cosβ t⋆ sinβ t⋆
−sinβ t⋆ cosβ t⋆

)(

C1

C2

)

=

(

E

F

)

,

respectiv

eαt⋆

(

cosβ t⋆ sinβ t⋆
−sinβ t⋆ cosβ t⋆

)(

C1

C2

)

=

(

U
T
1

U
T
2

)

(

E

F

)

şi

eαt⋆

(

C1 C2

C2 −C1

)(

cosβ t⋆
sinβ t⋆

)

=

(

U
T
1

U
T
2

)

(

E

F

)

.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Exerciţiul 2.7. Fie E, F ∈ R, cu E2 +F2 > 0, fixate arbitrar. Dacă există t⋆ ∈ R

astfel ı̂ncât

eαt⋆

(

cosβ t⋆

sinβ t⋆

)

= H ·
(

E

F

)

,

unde H ∈ M2 (R), atunci

eαt⋆

(

cosβ t⋆

sinβ t⋆

)

= H ·
[

−e
π α

β

(

E

F

)]

pentru t⋆ = t⋆+
π
β .

Soluţia exerciţiului 2.7. Avem
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(

cosβ t⋆

sinβ t⋆

)

=−
(

cosβ t⋆

sinβ t⋆

)

.

Observăm că punctele −e
π α

β · (E,F)T
, O, (E,F)T

sunt coliniare.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Exerciţiul 2.8. Fie matricea H :=

(

h1 h2

h3 h4

)

∈ M2 (R) nesingulară şi numărul real

m, ambele fixate arbitrar. Atunci, să se arate că există numerele tm,∞, Dm,∞ ∈ R cu

proprietatea că

eαtm

(

cosβ tm

sin β tm

)

= H

(

Dm

m ·Dm

)

, eαt∞

(

cosβ t∞

sinβ t∞

)

= H

(

0

D∞

)

.

Soluţia exerciţiului 2.8. Observăm că H

(

γ
δ

)

6= O21 pentru orice

(

γ
δ

)

∈
{(

1

m

)

,

(

0

1

)}

,

de unde

h :=

√

(h1γ + h2δ )2 +(h3γ + h4δ )2
> 0.

Introducem numărul

w :=
h1γ + h2δ

h
+ i

h3γ + h4δ

h
∈ C, |w|= 1.

Atunci, există z ∈ C, cu Rez = 0, astfel ı̂ncât ez = w [12, pag. 156].

Fie numărul t⋆ := argz
β ∈R. Au loc egalităţile

(

cosβ t⋆

sinβ t⋆

)

=
1

h

(

h1γ + h2δ
h3γ + h4δ

)

= H · 1

h

(

γ
δ

)

.

Definim numărul D⋆ := 1
h
· eαt⋆ . Atunci,

eαt⋆

(

cosβ t⋆

sinβ t⋆

)

= H ·D⋆

(

γ
δ

)

.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Pe baza identităţii (2.21) şi a Exerciţiilor 2.8, 2.7, concludem că orice orbită ne-

degenerată le intersectează pe fiecare din cele două semidrepte, cea pozitivă şi cea

negativă, ale oricărei drepte care trece prin O a planului fazelor de câte o infinitate

numărabilă de ori.
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În Figura 2.5, cele două orbite, cu aceeaşi alură, au fost colorate diferit pentru a

fi distinse cu uşurinţă.

2.2.4 Cazul trace > 0, det > 0, discr < 0

Singura deosebire, din punctul de vedere al desenului de mână, priveşte triunghi-

urile negre care ilustrează sensul de parcurs: ele trebuie reorientate dinspre originea

O către marginile foii de hârtie. Aceasta pentru că

lim
t→−∞

r = 0.

Fig. 2.6 Portretul fazelor pentru ecuaţia diferenţială x′′ − x′ + 9x = 0. Aici, trace > 0, det >

0, discr < 0.

Concret, schimbarea de variabile (1.8) ne conduce la sistemul (1.9), a cărui ma-

trice (1.2) are urma −trace, determinantul det şi discriminantul discr. Regăsim,

astfel, cazul prezentat ı̂n Subsecţiunea anterioară.
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Exerciţiul 2.9. În contextul formulelor (2.17), (2.18) şi (2.19), introducem mărimi-

le:

X(t) := C1 cosβ t +C2 sinβ t,

Y (t) := −C1 sinβ t +C2 cosβ t,

Z(t) := αX(t)+βY(t),

W (t) := −β X(t)+αY(t),

P(t) := αZ(t)+βW(t),

Q(t) := −β Z(t)+αW(t), t ∈ R.

Atunci, pentru orice t ∈R, să se dovedească valabilitatea următoarelor afirmaţii:

1) [X(t)]2 +[Y (t)]2 =C2
1 +C2

2 ;

2) X
(

t + π
2β

)

= Y (t), X
(

t + π
β

)

=−X(t);

3)
..
X (t)+β 2X(t) = 0;

4) [Z(t)]2 +[W (t)]2 =
(

α2 +β 2
)(

C2
1 +C2

2

)

;

5) Z
(

t + π
2β

)

=W (t), Z
(

t + π
β

)

=−Z(t);

6)
..
Z (t)+β 2Z(t) = 0;

7) [P(t)]2 +[Q(t)]2 =
(

α2 +β 2
)2 (

C2
1 +C2

2

)

;

8) P
(

t + π
2β

)

= Q(t), P
(

t + π
β

)

=−P(t);

9)
..
P (t)+β 2P(t) = 0;

10) r(t) = eαt [X(t)u1 +Y (t)u2];
11) v(t) = eαt [Z(t)u1 +W (t)u2];
12) a(t) = eαt [P(t)u1 +Q(t)u2].

Soluţia exerciţiului 2.9. Vezi Exerciţiul 1.6, punctul 2).

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

2.2.5 Cazul trace ∈ R, det < 0

Aici, λ2 < 0 < λ1.

Exerciţiul 2.10. (Trecerea la ecuaţia diferenţială omogenă [9, pag. 13]) Fiind dată

matricea A din (1.2), cu b 6= 0 şi discr > 0, ı̂i impunem sistemului diferenţial (1.1)

data

(

u(0)
v(0)

)

=

(

u0

v0

)

∈ R
2 (2.22)

cu următoarele proprietăţi

u0 · v0 · (au0 + bv0) · (cu0 + dv0) 6= 0
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şi

a+ b ·w0 6= λ1,2, w0 :=
v0

u0

.

Atunci, să se probeze afirmaţiile prezentate ı̂n continuare.

1) Există un mic interval I ⊂ R, centrat ı̂n 0, pe care restricţia funcţiei u, u|I : I →
J, J := u(I) ⊂ R\{0}, unde (u,v)T este acea soluţie a sistemului diferenţial care

verifică data impusă (2.22), să fie inversabilă iar funcţia w : J →R, cu formula

w(u) =
v(t(u))

u
, u ∈ J,

unde t : J → I este inversa lui u|I , să verifice ecuaţia diferenţială

u · dw

du
=

−bw2 +(d− a)w+ c

bw+ a
, u ∈ J.

2) Micşorând, eventual, intervalul I, poate fi calculat numărul C0 > 0 pentru care să

aibă loc identitatea [11, pag. 248]

|v(t)−w1 ·u(t)|λ2 =C0 · |v(t)−w2 ·u(t)|λ1 , t ∈ I,

unde w1,2 := 1
2b

(

d− a∓
√

discr
)

, adică

a+ bw1 = λ2, a+ bw2 = λ1.

Soluţia exerciţiului 2.10. Sunt valabile relaţiile

dv
dt
du
dt

=
dv

du
= w+ u

dw

du

=
c+ d · v

u

a+ b v
u

=
c+ d ·w
a+ bw

,

respectiv

u
dw

du
=

−b(w−w1)(w−w2)

bw+ a

şi — atenţie, aici d desemnează diferenţiala unei funcţii —

(a+ bw1)
dw

w−w1

− (a+ bw2)
dw

w−w2

=−b(w1 −w2)
du

u
.

Ajungem la

|w−w1|λ2

|w−w2|λ1
=C0 · |u|

√
discr

, C0 > 0.
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Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔
Exerciţiul 2.11. Arătaţi că orice soluţie a ecuaţiei diferenţiale

..
x −x = 0, t ∈R,

validează identitatea

.
x

2− x2 =C, t ∈ R,

unde C ∈R este o constantă.

Fig. 2.7 Portretul fazelor pentru ecuaţia diferenţială x′′+2x′−3x = 0. Aici, trace ∈ R, det < 0.

Soluţia exerciţiului 2.11. Transformăm ecuaţia ı̂ntr-un sistem diferenţial 2× 2 via

expresia

(

u

v

)

=

(

x
.
x

)

, t ∈R,

şi aplicăm Exerciţiul 2.10, punctul 2).
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Evident, observăm (şi) că

2
.
x ·
(..

x −x
)

=
(.

x
2− x2

).
, t ∈ R.

Soluţia s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Refolosim calculele de la Subsecţiunea 2.2.1. Astfel, constatăm că planul fazelor

este ı̂mpărţit ı̂n patru sectoare, cu vârful ı̂n O, de către dreptele ∆λ1,2
iar orbitele ne-

degenerate sunt, cu toatele, nemărginite. Varietăţile ∆λ1,2
, incluzând câte trei orbite

— originea O şi semidreptele pozitive, respectiv cele negative —, sunt colorate ı̂n

albastru ı̂n Figura 2.7.

Fie C1,2 ∈ R, cu C1 ·C2 6= 0. Dezvoltările asimptotice următoare, ı̂n care ortogo-

nalizăm baza {u1,u2} a planului fazelor,

r = C1eλ1tu1 +C2eλ2tu2

=

(

C1eλ1t +
u1 ·u2

u2
1

·C2eλ2t

)

u1 +C2eλ2t

(

u2 −
u1 ·u2

u2
1

u1

)

=
[

C1eλ1t + o(1)
]

u1 + o(1)

= [sign(C1) · (+∞)] ·u1, t →+∞,

v =

(

C1λ1eλ1t +
u1 ·u2

u2
1

·C2λ2eλ2t

)

u1 +C2λ2eλ2t

(

u2 −
u1 ·u2

u2
1

u1

)

= [sign(C1) · (+∞)] ·u1, t →+∞,

respectiv

r =

(

C2eλ2t +
u1 ·u2

u2
2

·C1eλ1t

)

u2 +C1eλ1t

(

u1 −
u1 ·u2

u2
2

u2

)

= [sign(C2) · (+∞)] ·u2, t →−∞,

v =

(

C2λ2eλ2t +
u1 ·u2

u2
2

·C1λ1eλ1t

)

u2 +C1λ1eλ1t

(

u1 −
u1 ·u2

u2
2

u2

)

= [−sign(C2) · (+∞)] ·u2, t →−∞

şi

d
(

O (C1,C2) ,∆λ1

)

= inf
t∈R

∣

∣

∣

∣

r(t)−
(

C1eλ1t +
u1 ·u2

u2
1

·C2eλ2t

)

u1

∣

∣

∣

∣

= inf
t≥0

∣

∣

∣

∣

C2eλ2t

(

u2 −
u1 ·u2

u2
1

u1

)∣

∣

∣

∣

= 0,

respectiv

d
(

O (C1,C2) ,∆λ2

)

= inf
t∈R

∣

∣

∣

∣

r(t)−
(

C2eλ2t +
u1 ·u2

u2
2

·C1eλ1t

)

u2

∣

∣

∣

∣
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= inf
t≤0

∣

∣

∣

∣

C1eλ1t

(

u1 −
u1 ·u2

u2
2

u2

)∣

∣

∣

∣

= 0,

ne conduc la concluzia că orice orbită nedegenerată a sistemului diferenţial are

drept mulţime asimptotică la +∞ varietatea ∆λ1
şi drept mulţime asimptotică la

−∞ varietatea ∆λ2
.

Conform Exerciţiilor 2.10 şi 2.11, prin trecere la ecuaţia omogenă ataşată sis-

temului diferenţial, găsim diverse curbe ı̂n planul fazelor. Renunţând la restricţiile

vizavi de constante ale curbelor (precum C0 > 0), obţinem candidaţi la varietăţile

planului fazelor; aceasta pentru că este posibil ca o anumită curbă să se compună

dintr-o singură orbită, nu din cel puţin două orbite.

2.2.6 Cazul trace = 0, det > 0

Ne găsim ı̂n situaţia valorilor proprii pur imaginare, deci putem ı̂ntrebuinţa cal-

culele Subsecţiunii 2.2.3.

Astfel, cum α = Reλ = 0, remarcăm că vectorii {u1,u2} sunt ortogonali:

u1 ·u2 = (u1)
T

u2 =
(

1 0
)

(

0

β

)

= (0) = 0.

Coeficienţii exprimării lui r drept combinaţie liniară reală a bazei {u1,u2} a pla-

nului fazelor ı̂ndeplinesc identitatea

(C1 cosβ t +C2 sin β t)2 +(−C1 sinβ t +C2 cosβ t)2 =C2
1 +C2

2 , t ∈R,

ceea ce ne permite construcţia formulei

r(t) =
1

√

C2
1 +C2

2

[(C1 cosβ t +C2 sinβ t)w1 +(−C1 sin β t +C2 cosβ t)w2]

= γ(t) ·w1 +η(t) ·w2, t ∈ R, (2.23)

unde

wi :=
√

C2
1 +C2

2 ·ui, i ∈ 1,2, (2.24)

şi

[γ(t)]2 +[η(t)]2 = 1, t ∈ R.

Aşadar, particula M se deplasează pe elipsa generată de perechea de raze con-

jugate {−→w 1,
−→w 2} ⊂ TOR

2, unde −→w i ∈ wi şi i ∈ {1,2}. Vezi [13, pp. 33 şi urm.].
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Adaptând Exerciţiile 2.8, 2.7, deducem că orice orbită nedegenerată intersec-

tează orice dreaptă din planul fazelor care trece prin punctul O de exact două ori.

Punctele de intersecţie sunt aşezate simetric faţă de O.

Semnul curburii este stabilit pe baza expresiei

..
x

.
y − .

x
..
y = β 4

(

C2
1 +C2

2

)

= det2 ·
(

C2
1 +C2

2

)

, t ∈ R,

deci toate orbitele nedegenerate cotesc ı̂n permanenţă la dreapta.

Fig. 2.8 Portretul fazelor pentru ecuaţia diferenţială x′′+4x = 0. Aici, trace = 0, det > 0.

În Figura 2.8, cele două orbite, cu aceeaşi alură, au fost colorate diferit din mo-

tive estetice. Nu există varietăţi speciale: vezi estimarea (2.20).
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2.2.7 Clasificarea echilibrului (0,0)T ı̂n cazul det 6= 0

Soluţia identic nulă (0,0)T produce, aici, singura orbită degenerată a planului

fazelor: O(0,0) = {O}. Vezi Lema 2.6.

În Figura 2.9, parabola de ecuaţie carteziană

(−4 ·distr =) det− 1

4
· trace2 = 0

este colorată ı̂n albastru. În cadranul al II-lea, cel din stânga-sus, se găsesc valorile

(trace,det)T
ce ı̂i corespund unui echilibru stabil O, adică acela ale cărui portrete

conţin numai triunghiuri negre care indică ı̂nspre originea O. La dreapta semiaxei

verticale, ı̂n cadranul I, se află valorile echilibrului instabil, ı̂n portretele căruia apar

doar triunghiuri negre ce indică dinspre O (către marginile foii de hârtie).

Fig. 2.9 Caracterizarea echilibrului trivial al sistemului diferenţial (1.1), atunci când det 6= 0, ı̂n

funcţie de mărimile trace, det, discr.

Valorile (trace,0)T
, situate pe axa orizontală, nu se folosesc ı̂n această clasifi-

care. Valorile de pe semiaxa verticală privesc centrul (0,0)T al planului fazelor iar

cele situate dedesubtul axei orizontale punctul-şa (0,0)T .

Ne referim, aşadar, la echilibrul O din planul fazelor cu unul din calificativele

nod, focar sau punct-şa. Atunci când este instabil, acesta constituie izvorul10 ori

10 În englezeşte, source.
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sursa traiectoriilor. Când este stabil, punctul O desemnează scurgerea11 sau bazinul

ori vărsarea orbitelor. Orice punct-şa este instabil [18, pag. 47].

2.3 Cinematică ı̂n plan: o schiţă

Formularea unor chestiuni privitoare la curbele plane ı̂n termenii mecanicii cla-

sice stimulează, adeseori, imaginaţia. Cinematica, parte a prezentării mecanicii ı̂n

care se definesc traiectoria unei particule M, viteza şi acceleraţia acesteia, consti-

tuie geometria mecanicii.

Fig. 2.10 Rotaţii cu 90◦ ı̂n plan: ı̂n sens trigonometric, M(x,y)→ N(−y,x), şi ı̂n sens invers trigo-

nometric, M(x,y)→ P(y,−x).

În Figura 2.10, ilustrăm o problemă de geometrie euclidiană:

fiind date cele trei dreptunghiuri egale, cu laturile colorate ı̂n albastru, să se a-

rate că unghiurile ∠MON şi ∠MOP sunt unghiuri drepte.

Adnotările din desen ne ajută la soluţionarea rapidă a problemei. Cu ajutorul său,

stabilim că o rotaţie pozitivă, cu 90◦, adică la stânga foii de hârtie, presupune urmă-

toarea schimbare de coordonate:

11 În englezeşte, sink.
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(

x

y

)

+90◦−→
(

−y

x

)

.

La fel, o rotaţie negativă, la dreapta foii de hârtie, are expresia:

(

x

y

)

−90◦−→
(

y

−x

)

. (2.25)

În continuare, vectorii cu săgeată, adică segmentele orientate ce pot fi legate ı̂n

diverse puncte din plan — care devin punctele lor de aplicaţie —, sunt folosite la

desenat iar vectorii cu linie, adică clasele de echipolenţă ale segmentelor orientate

din desen, sunt ı̂ntrebuinţate la calcul. În particular, vectorul de poziţie −→r :=
−−→
OM ∈

TOR
2 este un reprezentant al razei vectoare r := OM ∈ TR2:

−→r ∈ r = x(t) · i+ y(t) · j ≡
(

x

y

)

, t ∈ R.

Primele două derivate ı̂n raport cu timpul t ale razei vectoare reprezintă vecto-

rul-viteză şi vectorul-acceleraţie ai particulei M. Prin viteza şi acceleraţia lui M

ı̂nţelegem reprezentanţii celor două clase de echipolenţă legaţi ı̂n poziţia curentă —

faţă de sistemul de referinţă Oxy al foii de hârtie —:

−→
v ∈ TMR

2
,
−→
v ∈ v,

−→a ∈ TMR
2
,
−→a ∈ a,

unde

v :=
.
r, a :=

..
r , t ∈ R.

Modulul — sau mărimea, magnitudinea, ş.a.m.d. — unui vector, liber ori legat,

are formula

u = |u|= |−→u |=
√

u ·u =
√

u2, u ∈ TR2
.

Analizăm deplasarea particulei M, faţă de sistemul de referinţă, pe durata inter-

valului de timp [t0, t1], adică presupunem că

[.
x (t)

]2

+
[.
y(t)

]2

> 0, t ∈ [t0, t1] , (2.26)

ceea ce se traduce prin: particula are viteză (pe traiectoria ei),

v = |v|=
√

(.
x
)2

+
(.

y
)2

> 0, t ∈ [t0, t1] .

Ca şi până acum, lucrăm frecvent fără a preciza argumentul funcţiilor.

Subı̂nţelegem că studiem un arc (fragment) de curbă care constituie o curbă sim-

plă — adică, este imaginea ı̂n spaţiul euclidian punctualR3 printr-un homeomorfism

a unui interval deschis (la capete), nu neapărat mărginit, de numere reale —; practic,
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imaginându-ne fragmentul de curbă ca fiind făcut din aţă de cusut, vom obţine un

“segment” de aţă dacă tragem de capetele sale. Evident, cercul-unitate nu este curbă

simplă, ı̂nsă un sfert de cerc este o curbă simplă.

Curba simplă pe care investigăm deplasarea particulei M reprezintă traiectoria

lui M.

Introducem coordonata curbilinie s ca fiind lungimea arcului de curbă parcurs

de la ı̂nceputul analizei şi până ı̂n prezent:

s(p) =
∫ p

t0

(√

.
x

2
+

.
y

2
)

(t)dt =
∫ p

t0

vdt, p ∈ [t0, t1] .

Versorul tangentei la traiectorie ı̂n punctul curent,
−→τ ∈ TMR2, se exprimă prin

τ =
dr

ds
=

.
r
.
s
=

1

v
·v = 1

√

.
x

2
+

.
y

2

(.
x
.
y

)

,
−→τ ∈ τ.

Remarcăm că τ = |τ |= 1. Din acest motiv,
−→τ se mai numeşte şi vectorul-unitate al

vectorului-director al tangentei.

Prin derivare ı̂n raport cu s,

0 =
1

2

(

τ2
)′
= τ · dτ

ds
,

de unde, dacă dτ
ds

6= 0, deducem că vectorii τ şi dτ
ds

sunt ortogonali.

Avem relaţiile

dτ

ds
=

.
τ
.
s
=

.
τ

v
=

1
√

.
x

2
+

.
y

2





1
√

.
x

2
+

.
y

2

(.
x
.
y

)





.

,

respectiv





1
√

.
x

2
+

.
y

2

(.
x
.
y

)





.

= −
.
x
..
x +

.
y
..
y

(.
x

2
+

.
y

2
) 3

2

(.
x
.
y

)

+
1

√

.
x

2
+

.
y

2

(..
x
..
y

)

=
1

√

.
x

2
+

.
y

2

[

−
.
x
..
x +

.
y
..
y

.
x

2
+

.
y

2

(.
x
.
y

)

+

(..
x
..
y

)

]

=

..
x

.
y − .

x
..
y

(.
x

2
+

.
y

2
) 3

2

( .
y

− .
x

)

.

Am ajuns la
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dτ

ds
=

..
x

.
y − .

x
..
y

(.
x

2
+

.
y

2
) 3

2

·





1
√

.
x

2
+

.
y

2

( .
y

− .
x

)



 . (2.27)

Observăm că, via formula (2.25), vectorul d
−→
τ

ds
∈ TMR2, unde d

−→
τ

ds
∈ dτ

ds
, este rotit

la dreapta cu 90◦ faţă de versorul tangentei
−→τ atunci când

..
x

.
y − .

x
..
y > 0, t ∈ [t0, t1] . (2.28)

Reorganizând formula pentru a evidenţia o rotaţie la stânga a versorului tangentei,

introducem curbura cu semn, ı̂n punctul curent M, a traiectoriei:

k1 s :=−
..
x

.
y − .

x
..
y

(.
x

2
+

.
y

2
) 3

2

=

(

v,a,k
)

v3
. (2.29)

Aşadar, dacă ne poziţionăm ı̂n punctul de aplicaţie — punctul curent — al ver-

sorului
−→τ şi privim către săgeata sa, versorul

−→
ν s ∈ TMR

2
,

−→
ν s ∈ νs :=

1
√

.
x

2
+

.
y

2

(

− .
y

.
x

)

,

ne va apărea ca rotit la stânga cu 90◦, pe foaia de hârtie. Atunci când curbura cu

semn este pozitivă ı̂n punctul curent, traiectoria va coti la stânga. În caz contrar,

traiectoria va coti la dreapta.





Capitolul 3

RK4: o metodă monopas cu patru stadii

3.1 Generalităţi

Sistemele de ecuaţii diferenţiale ordinare, aduse ı̂n formă normală — precum

(1.1) —

{

u′(t) = f (u(t),v(t)),
v′(t) = g(u(t),v(t)),

pot fi aproximate prin ı̂nlocuirea membrilor din dreapta ai ecuaţiilor cu dezvoltări

limitate ı̂n serie Taylor ale lor [3, pag. 42]:

u′(t) = f (u(t),v(t)) ≃ f (u0,v0)+
∂ f

∂u
(u0,v0) · [u(t)− u0]+

∂ f

∂v
(u0,v0) · [v(t)− v0]

+ . . .

= f (u0,v0)+ a · [u(t)− u0]+ b · [v(t)− v0]+ . . . (3.1)

= a[u(t)− u0]+ b[v(t)− v0]+ . . . ,

unde u0 := u(t0), v0 := v(t0) iar (u0,v0)
T ∈ R2 este o soluţie constantă a sistemului

diferenţial. Adică, o soluţie a sistemului algebric

{

f (u0,v0) = 0,

g(u0,v0) = 0.

Ca de obicei, socotim că funcţiile f , g sunt netede, adică admit derivate parţiale de

orice ordin natural, continue ı̂n raport cu ansamblul variabilelor, pe ı̂ntreg domeniul

de definiţie.

Dacă păstrăm din dezvoltarea (3.1) numai primii trei termeni, şi anume

{

u′(t) = a[u(t)− u0]+ b[v(t)− v0],
v′(t) = c[u(t)− u0]+ d[v(t)− v0],

63
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atunci sistemul diferenţial rezultat este numit liniarizarea [2, pag. 116] sau pri-

ma aproximaţie [11, pag. 243] a sistemului original. Aici, evident, c := ∂g
∂u
(u0,v0),

d := ∂g
∂v
(u0,v0). Schimbarea de variabile

{

U(t) = u(t)− u0,

V (t) = v(t)− v0,

aplicată acestei prime aproximaţii, ne conduce la sistemul liniar (1.1), scris cu ne-

cunoscutele U,V .

Este de aşteptat ca diferenţele de comportament — care apar odată cu variaţia pe

termen lung a argumentului: t →+∞ ori t →−∞ — dintre soluţiile sistemului origi-

nal şi cele ale aproximării să fie notabile: de exemplu, soluţiile sistemului liniarizat

există pe toată dreapta reală, proprietate care nu se regăseşte, de cele mai multe ori,

la soluţiile sistemului original; reparametrizarea sistemului original, pentru a avea

soluţii definite pe ı̂ntreaga dreaptă reală, este o chestiune complicată [9, pag. 198].

Pentru a ameliora diferenţele, regândim aproximarea: de la o aproximare a for-

mulei din membrul drept al unei ecuaţii — independentă de soluţia generală a siste-

mului — trecem la o dezvoltare ı̂n serie Taylor a soluţiei ı̂nsăşi, adică la expresia

u(t) = u(t0)+ u′(t0) · (t − t0)+ u′′(t0) ·
(t − t0)

2

2
+ . . .

ı̂n care vom insera formulele derivatelor deduse din prezentarea sistemului:

u′(t0) = f (u(t),v(t))|t=t0
= f (u0,v0),

u′′(t0) =
d

dt
[ f (u(t),v(t))]

∣

∣

∣

∣

t=t0

=

(

∂ f

∂u
(u(t),v(t)) ·u′(t)+ ∂ f

∂v
(u(t),v(t)) · v′(t)

)∣

∣

∣

∣

t=t0

=

(

∂ f

∂u
· f +

∂ f

∂v
·g
)

(u(t),v(t))

∣

∣

∣

∣

t=t0

=
∂ f

∂u
(u0,v0) · f (u0,v0)+

∂ f

∂v
(u0,v0) ·g(u0,v0).

Prima tehnică de aproximare, cea a liniarizării sistemului ı̂n jurul unei soluţii

constante, conduce la rezultate spectaculoase ı̂n situaţii importante din practică, vezi

[18, pag. 75].

Cât despre cea de-a doua tehnică, ea poate fi rafinată fie mărind numărul de ter-

meni din dezvoltarea ı̂n serie Taylor pe care să ı̂i ı̂ntrebuinţăm la aproximare —

obţinându-se aşa-numitele metode numerice Taylor [3, pag. 68] — fie introducând

valori intermediare ale argumentelor funcţiilor f şi g: metodele Runge-Kutta (RK)

[3, pag. 70]. Punctele (valorile argumentelor) intermediare sunt alese astfel ı̂ncât să

fie păstrată acurateţea metodelor numerice Taylor corespunzătoare [3, ibid.].
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Procedeul — de introducere a unui set de puncte intermediare — C. Runge ı̂i

păstrează pe primii patru termeni din dezvoltarea ı̂n serie Taylor [11, pag. 214,

Teorema I] a soluţiei unei ecuaţii diferenţiale scalare iar procedeul W. Kutta pe

primii cinci [11, pag. 219, Teorema III]. Aceste tehnici au condus la construcţia

unei serii de metode de aproximare pentru care descrierea punctelor intermediare

se realizează ı̂n formă tabelară: tabloul (J.C.) Butcher1 [3, pp. 74, 86]. Numărul de

linii ale tabloului (matricei) ne dă numărul de stadii2 al metodei Runge-Kutta.

3.2 Construcţia relaţiilor de recurenţă. Matricea H4

Sistemului diferenţial (1.1) ı̂i ataşăm funcţiile f , g : R3 →R cu formulele3

{

f (x,y, t) = a · x+ b · y,
g(x,y, t) = c · x+ d · y.

Fie h > 0, fixat arbitrar, un număr pe care ı̂l vom numi pasul4 — constant! — al

algoritmului de calcul numeric. Plecând de la data impusă (1.10), (u0,v0,0)
T ∈R3,

introducem nodurile [3, pag. 16]





x0

y0

t0



 :=





u0

v0

0



 ,





xn+1

yn+1

tn+1



 :=





xn + kxRK4,n

yn + kyRK4,n

tn + h



 , n ∈ N.

Aici, cantităţile kxRK4,n şi kyRK4,n sunt rezultatul unui calcul realizat ı̂n patru stadii.

Ultima atribuire constituie relaţia de recurenţă (vectorială) a algoritmului RK4 [3,

pag. 74].

Stadiul ı̂ntâi. Calculăm mărimile:



















kx1,n := f (xn,yn, tn),
ky1,n := g(xn,yn, tn),

zx1,n := xn +
h
2
· kx1,n,

zy1,n := yn +
h
2
· ky1,n.

Astfel,

kx1,n = axn + byn,

ky1,n = cxn + dyn,

1 În englezeşte, Butcher tableau.
2 În englezeşte, stage (sing.).
3 Pentru a păstra generalitatea relaţiilor algebrice din cadrul algoritmului, introducem şi timpul t

ca argument.
4 În englezeşte, stepsize [3, pag. 78].
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zx1,n = xn +
h

2
(axn + byn)

=

(

1+
ah

2

)

xn +
bh

2
yn,

zy1,n = yn +
h

2
(cxn + dyn)

=
ch

2
xn +

(

1+
dh

2

)

yn.

Stadiul al doilea. Calculăm mărimile:























kx2,n := f
(

zx1,n,zy1,n, tn +
h
2

)

,

ky2,n := g
(

zx1,n,zy1,n, tn +
h
2

)

,

zx2,n := xn +
h
2
· kx2,n,

zy2,n := yn +
h
2
· ky2,n.

Au loc egalităţile:

kx2,n = azx1,n + bzy1,n

= a

[(

1+
ah

2

)

xn +
bh

2
yn

]

+ b

[

ch

2
xn +

(

1+
dh

2

)

yn

]

= xn

(

a+
a2h

2
+

bch

2

)

+ yn

(

abh

2
+ b+

bdh

2

)

=

[

a+
(

a2 + bc
) h

2

]

xn +

[

b+(ab+ bd)
h

2

]

yn.

Observăm că, fiind dată matricea A a coeficienţilor sistemului diferenţial, vezi

(1.2), avem

A =

(

a b

c d

)

, A2 =

(

a2 + bc ab+ bd

ac+ dc bc+ d2

)

.

Introducem notaţiile:

Ak =
(

Ak
i j

)

i, j∈1,2
, k ∈ 1,4,

unde A1 := A.

Aşadar,

kx2,n =

(

a+A2
11 ·

h

2

)

xn +

(

b+A2
12 ·

h

2

)

yn.

La fel,
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ky2,n = czx1,n + dzy1,n

=

[

c+(ac+ dc)
h

2

]

xn +

[

d+
(

d2 + bc
) h

2

]

yn

=

(

c+A2
21 ·

h

2

)

xn +

(

d+A2
22 ·

h

2

)

yn.

Apoi,

zx2,n = xn +
h

2
kx2,n

= xn +
h

2

[(

a+A2
11

h

2

)

xn +

(

b+A2
12

h

2

)

yn

]

=

(

1+ a · h

2
+A2

11 ·
h2

4

)

xn +

(

b · h

2
+A2

12 ·
h2

4

)

yn,

respectiv

zy2,n = yn +
h

2
ky2,n

=

(

c · h

2
+A2

21 ·
h2

4

)

xn +

(

1+ d · h

2
+A2

22 ·
h2

4

)

yn.

Stadiul al treilea. Calculăm mărimile:



















kx3,n := f
(

zx2,n,zy2,n, tn +
h
2

)

,

ky3,n := g
(

zx2,n,zy2,n, tn +
h
2

)

,

zx3,n := xn + h · kx3,n,

zy3,n := yn + h · ky3,n.

Astfel,

kx3,n = azx2,n + bzy2,n

= a

[(

1+ a
h

2
+A2

11

h2

4

)

xn +

(

b
h

2
+A2

12

h2

4

)

yn

]

+ b

[(

c
h

2
+A2

21

h2

4

)

xn +

(

1+ d
h

2
+A2

22

h2

4

)

yn

]

= xn

(

a+ a2 h

2
+ aA2

11

h2

4
+ bc

h

2
+ bA2

21

h2

4

)

+ yn

(

ab
h

2
+ aA2

12

h2

4
+ b+ bd

h

2
+ bA2

22

h2

4

)

=

[

a+
(

a2 + bc
) h

2
+
(

aA2
11 + bA2

21

) h2

4

]

xn
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+

[

b+(ab+ bd)
h

2
+
(

aA2
12 + bA2

22

) h2

4

]

yn

=

(

a+A2
11 ·

h

2
+A3

11 ·
h2

4

)

xn +

(

b+A2
12 ·

h

2
+A3

12 ·
h2

4

)

yn

deoarece

A3 = A ·B =

(

aB11 + bB21 aB12 + bB22

cB11 + dB21 cB12 + dB22

)

, B = (Bi j)i, j∈1,2
, (3.2)

unde B := A2.

În acelaşi mod,

ky3,n = czx2,n + dzy2,n

=

(

c+A2
21 ·

h

2
+A3

21 ·
h2

4

)

xn +

(

d +A2
22 ·

h

2
+A3

22 ·
h2

4

)

yn.

Mai departe,

zx3,n = xn + h · kx3,n

= xn + h

[(

a+A2
11

h

2
+A3

11

h2

4

)

xn +

(

b+A2
12

h

2
+A3

12

h2

4

)

yn

]

=

(

1+ a ·h+A2
11 ·

h

2
+A3

11 ·
h3

4

)

xn +

(

b ·h+A2
12 ·

h2

2
+A3

12 ·
h3

4

)

yn,

respectiv

zy3,n = yn + h · ky3,n

=

(

c ·h+A2
21 ·

h2

2
+A3

21 ·
h3

4

)

xn +

(

1+ d ·h+A2
22 ·

h2

2
+A3

22 ·
h3

4

)

yn.

Stadiul al patrulea. Calculăm mărimile:

{

kx4,n := f (zx3,n,zy3,n, tn + h) ,
ky4,n := g(zx3,n,zy3,n, tn + h) .

Aşadar,

kx4,n = azx3,n + bzy3,n

= a

[(

1+ ah+A2
11

h2

2
+A3

11

h3

4

)

xn +

(

bh+A2
12

h2

2
+A3

12

h3

4

)

yn

]

+b

[(

ch+A2
21

h2

2
+A3

21

h3

4

)

xn +

(

1+ dh+A2
22

h2

2
+A3

22

h3

4

)

yn

]
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= xn

(

a+ a2h+ aA2
11

h2

2
+ aA3

11

h3

4
+ bch+ bA2

21

h2

2
+ bA3

21

h3

4

)

+yn

(

abh+ aA2
12

h2

2
+ aA3

12

h3

4
+ b+ bdh+ bA2

22

h2

2
+ bA3

22

h3

4

)

=

[

a+
(

a2 + bc
)

h+
(

aA2
11 + bA2

21

) h2

2
+

(

aA3
11 + bA3

21

h3

4

)]

xn

+

[

b+(ab+ bd)h+
(

aA2
12 + bA2

22

) h2

2
+
(

aA3
12 + bA3

22

) h3

4

]

yn

=

(

a+A2
11 ·h+A3

11 ·
h2

4
+A4

11 ·
h3

4

)

xn

+

(

b+A2
12 ·h+A3

12 ·
h2

2
+A4

12 ·
h3

4

)

yn,

respectiv

ky4,n = czx3,n + dzy3,n

=

(

c+A2
21 ·h+A3

21 ·
h2

4
+A4

21 ·
h3

4

)

xn

+

(

d+A2
22 ·h+A3

22 ·
h2

2
+A4

22 ·
h3

4

)

yn.

Am utilizat o identitate asemănătoare lui (3.2), şi anume A4 = A ·B pentru B = A3.

Mărimile kxRK4,n, kyRK4,n se introduc prin expresiile:

{

kxRK4,n = h
6
· (kx1,n + 2kx2,n + 2kx3,n + kx4,n) ,

kyRK4,n = h
6
· (ky1,n + 2ky2,n+ 2ky3,n+ ky4,n) .

Astfel,

kxRK4,n =
h

6

{

(axn + byn)+ 2

[(

a+A2
11

h

2

)

xn +

(

b+A2
12

h

2

)

yn

]

+ 2

[(

a+A2
11

h

2
+A3

11

h2

4

)

xn +

(

b+A2
12

h

2
+A3

12

h2

4

)

yn

]

+

[(

a+A2
11h+A3

11

h2

2
+A4

11

h3

4

)

xn

+

(

b+A2
12h+A3

12

h2

2
+A4

12

h3

4

)

yn

]}

= xn

[

h
(

2 · a

6
+ 2 · a

3

)

+ h2

(

3 · A2
11

6

)

+ h3

(

2 · A3
11

12

)

+ h4

(

A4
11

24

)]

+ yn

[

h

(

2 · b

6
+ 2 · b

3

)

+ h2

(

3 · A2
12

6

)

+ h3

(

2 · A3
12

12

)

+ h4

(

A4
12

24

)]
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= xn

(

h ·a+ h2 · A2
11

2
+ h3 · A3

11

6
+ h4 · A4

11

24

)

+ yn

(

h ·b+ h2 · A2
12

2
+ h3 · A3

12

6
+ h4 · A4

12

24

)

=

(

a · h

1!
+A2

11 ·
h2

2!
+A3

11 ·
h3

3!
+A4

11 ·
h4

4!

)

xn

+

(

b · h

1!
+A2

12 ·
h2

2!
+A3

12 ·
h3

3!
+A4

12 ·
h4

4!

)

yn,

respectiv

kyRK4,n =

(

c · h

1!
+A2

21 ·
h2

2!
+A3

21 ·
h3

3!
+A4

21 ·
h4

4!

)

xn

+

(

d · h

1!
+A2

22 ·
h2

2!
+A3

22 ·
h3

3!
+A4

22 ·
h4

4!

)

yn.

Matriceal, scriem că

(

kxRK4,n

kyRK4,n

)

=
h

1!
·A
(

xn

yn

)

+
h2

2!
·A2

(

xn

yn

)

+
h3

3!
·A3

(

xn

yn

)

+
h4

4!
·A4

(

xn

yn

)

=

(

h

1!
A+

h2

2!
A2 +

h3

3!
A3 +

h4

4!
A4

)(

xn

yn

)

.

Introducem matricea

H4(A,h) := I2 + hA+
h2

2!
A2 +

h3

3!
A3 +

h4

4!
A4

.

Atunci, primele două relaţii de recurenţă scalare ale algoritmului numeric ı̂ntr-un

singur5 pas RK4 se exprimă vectorial prin formula:

(

xn+1

yn+1

)

= H4(A,h) ·
(

xn

yn

)

, n ∈N.

Metoda de aproximare oferită de RK4 este de ordinul al patrulea, adică produce

erori globale cu estimarea asimptotică O
(

h4
)

când h ց 0 [3, pag. 78, 79]: pe mici

intervale construite ı̂n jurul datelor impuse, eroarea locală este de forma O
(

h5
)

când h ց 0 [11, pag. 221].

Algoritmul estimează valorile soluţiei

(

u

v

)

a sistemului diferenţial (1.1) la mo-

mentele de timp tn = nh, unde n ∈ N. Pentru a calcula astfel de valori la mo-

5 Vezi [3, pag. 75]. În englezeşte, one-step method. Aşa cum se poate vedea din original, numărul

h este lungimea pasului de integrare numerică a sistemului diferenţial pe când metoda propriu-zisă

se realizează ı̂ntr-o singură etapă: dată de trecerea de la valorile calculate la momentul tn la cele de

la momentul tn+1. Formulările prescurtate funcţionează aici fără pericol de confuzie.
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mente care nu fac parte din nodurile algoritmului, utilizăm interpolarea liniară:

adică, construim linia poligonală care are drept capete ale segmentelor componente

nodurile (xn,yn, tn)
T
, n ∈ N [3, pag. 18].

3.3 Captarea soluţiilor periodice

Fie ω > 0, fixat arbitrar. Ecuaţia diferenţială

x′′(t)+ω2 · x(t) = 0, t ∈R, (3.3)

se rescrie ca sistem diferenţial, liniar şi omogen, de ordinul ı̂ntâi astfel:

(

x

x′

)′
=

(

0 1

−ω2 0

)(

x

x′

)

, t ∈ R.

Aşadar,

(

u

v

)

:=

(

x

x′

)

.

Soluţia generală a ecuaţiei are expresia

x(t) = x0 · cos(ωt)+
x1

ω
· sin(ωt) , t ∈R,

unde x0 := x(0) şi x1 := x′(0). De aici,

(

u

v

)

=

(

cosωt sinωt
ω

−ω sinωt cosωt

)(

x0

x1

)

,

cu (x0,x1)
T ∈ R2 fixate arbitrar.

Se observă că

A2m = (−1)mω2mI2, A =

(

0 1

−ω2 0

)

,

pentru orice m ∈ N.

Au loc relaţiile

H4(A,h) = I2 + hA+
h2

2
A2 +

h3

6
A3 +

h4

24
A4

= I2 + hA+
h2

2

(

−ω2I2

)

+
h3

6

(

−ω2A
)

+
h4

24
(ω4I2)

=

[

1− (ωh)2

2
+

(ωh)4

24

]

· I2 +

(

h− ω2h3

6

)

·A

=

[

1− (ωh)2

2
+

(ωh)4

24

]

I2 +
1

ω

[

(ωh)− (ωh)3

6

]

A.
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Introducem cantităţile

α(h) := 1− (ωh)2

2
+

(ωh)4

24
, β (h) :=

1

ω

[

ωh− (ωh)3

6

]

, h > 0.

Fie n ∈N, cu n ≥ 18, fixat arbitrar. Atunci, folosind dezvoltarea dată de binomul

lui (I.) Newton, avem

[H4(A,h)]
n = [α(h)I2 +β (h)A]n =

n

∑
k=0

Ck
n[α(h)]n−k[β (h)]kAk

=

[

∑
m∈N,m≥0,2m≤n

C2m
n αn−2mβ 2m · (−1)mω2m

]

· I2

+

[

∑
m∈N,m≥0,2m+1≤n

C2m+1
n αn−(2m+1)β 2m+1 · (−1)mω2m

]

·A,

unde Ck
n := n!

k!·(n−k)! , k ∈ 0,n.

Introducem numerele z ∈C, θ ∈ [−π ,π ] cu formulele

z = z(h) := α(h)+ iωβ (h)

=
√

α2 +ω2β 2 (cosθ + isinθ ) ,

respectiv







cosθ = α√
α2+ω2β 2

,

sinθ = ωβ√
α2+ω2β 2

.

Astfel,

θ = θ (h) := arctan
ω ·β (h)

α(h)
,

pentru h suficient de mic — α(h) = 1+ o(1) când h ց 0 —.

Lema 3.1. Sunt valabile egalităţile







S1 =
(

α2 +ω2β 2
)

n
2 cosnθ ,

ω ·S2 =
(

α2 +ω2β 2
) n

2 sinnθ ,

unde

S1 = S1(h,n) := ∑
m∈N,m≥0,2m≤n

C2m
n · (−1)mαn−2mβ 2mω2m

şi
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S2 = S2(h,n) := ∑
m∈N,m≥0,2m+1≤n

C2m+1
n · (−1)mαn−(2m+1)β 2m+1ω2m

.

Demonstraţie. Remarcăm că

zn = (α + iωβ )n

= ∑
m∈N,m≥0,2m≤n

C2m
n αn−2m(iωβ )2m

+ ∑
m∈N,m≥0,2m+1≤n

C2m+1
n αn−(2m+1)(iωβ )2m+1

= S1 + i ·ωS2.

Aplicăm formula lui (A.) de Moivre:

zn =
(

α2 +ω2β 2
)

n
2 (cosnθ + isinnθ ) .

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Ridicând la pătrat cantităţile α şi β , avem

α2 = 1− (ωh)2+
(ωh)4

3
− (ωh)6

24
+

(ωh)8

576
,

respectiv

β 2 =
1

ω2

[

(ωh)2 − (ωh)4

3
+

(ωh)6

36

]

,

de unde

α2 +ω2β 2 = 1− (ωh)6

72
+ (ωh)8

576

=

{

1− 2
(ωh)6

144
+
[

(ωh)6

144

]2
}

+ (ωh)8

576
− (ωh)12

1442

=
[

1− (ωh)6

144

]2

+ (ωh)8

576
− (ωh)12

20736
.

(3.4)

În cele ce urmează, presupunem că

(ωh)7 ≃ 0. (3.5)

Lema 3.2. Este valabilă aproximarea

√

α2 +ω2β 2 = 1− (ωh)6

144
.

Demonstraţie. Ridicăm relaţia la pătrat şi ţinem seama de ultima egalitate din (3.4).

Faptul că membrul drept al egalităţii din enunţ este nenegativ va rezulta din (3.6).

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔
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Apelând din nou la binomul lui Newton, deducem6 că

(

α2 +ω2β 2
)

n
2 =

(

√

α2 +ω2β 2
)n

=
[

1− (ωh)6

144

]n

= 1+C1
n ·
[

− (ωh)6

144

]

+ . . .

= 1− n
144

· (ωh)6.

Introducem prima restricţie explicită privind cantităţile h, n:

(ωh)6 ≤ min

{

8,
144

n

}

. (3.6)

Lema 3.3. Avem

cosθ (h)> 0, sinθ (h)> 0,

atunci când pasul h ı̂ndeplineşte condiţia (3.6). În particular, θ (h) ∈
(

0, π
2

)

.

Demonstraţie. Considerăm expresia bipătrată

E(y) :=
y4

24
− y2

2
+ 1, y ∈ R.

Privind-o ca pe un trinom de gradul al II-lea, ı̂i calculăm discriminantul: ∆y2 =
1
12

. Astfel, este valabilă următoarea factorizare a expresiei:

E(y) =
1

24

(

y2 − 6−
√

12
)(

y2 − 6+
√

12
)

, y ∈R.

Deducem că E(y)> 0 pentru orice număr y cu y2 < 6−
√

12.

Deoarece n ≥ 18,

144

n
≤ 144

18
= 8,

respectiv

(ωh)2 ≤ 3

√

144

n
≤ 2 < 6−

√
12.

Aşadar,

cosθ =
E(ωn)

√

α2 +ω2β 2
> 0, sinθ =

ωh

6
· 6− (ωh)2

√

α2 +ω2β 2
> 0.

6 Practic, ı̂ntrebuinţăm estimarea (1− q)n = 1− qn atunci când q2 ≃ 0. Pentru ca estimarea să

rămână număr nenegativ, impunem ca 0 ≤ q ≤ 1
n

.
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Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Lema 3.4. Are loc aproximarea

ωβ

α
= ωh+

(ωh)3

3
+

(ωh)5

8
.

Demonstraţie. Introducem mărimea x = x(h) := (ωh)2

2
− (ωh)4

24
. Atunci,

x4 ≤
(

(ωh)2

2
+
∣

∣

∣− (ωh)4

24

∣

∣

∣

)4

≤
(

2max
{

(ωh)2

2
,
(ωh)4

24

})4

= (ωh)8 ·
(

2max
{

1
2
,
(ωh)2

24

})4

≃ 0.

Astfel,

1

α
=

1

1− x
= 1+ x+ x2+ x3

, x4 ≃ 0.

Vezi [14, pag. 741].

Sunt valabile estimările care urmează ale puterilor lui x:

x2 =
(ωh)4

4
− (ωh)6

24
+

(ωh)8

576

=
(ωh)4

4
− (ωh)6

24
,

respectiv

x3 =
(ωh)6

8
− 3

(ωh)8

96
+ 3

(ωh)10

1152
− (ωh)12

13824

=
(ωh)6

8
,

de unde

1+ x+ x2+ x3 = 1+
(ωh)2

2
+ 5

(ωh)4

24
+

(ωh)6

12
.

Apoi,

ωβ

α
=

[

ωh− (ωh)3

6

]

·
[

1+
(ωh)2

2
+ 5

(ωh)4

24
+

(ωh)6

12

]

= ωh+
(ωh)3

3
+

(ωh)5

8
+ 7

(ωh)7

144
− (ωh)9

72
.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔
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Lema 3.5. Are loc aproximarea

θ = ωh− (ωh)5

120
.

Demonstraţie. Introducem mărimea x = x(h) := ωh+ (ωh)3

3
+ (ωh)5

8
.

Facem observaţia că

(ωh)7−k ·
[

(ωh)3

3
+

(ωh)5

8

]k

= (ωh)7+2k

[

1

3
+

(ωh)2

8

]k

, k ∈ 0,7,

pe baza căreia avem — deoarece x7 =
7

∑
k=0

Ck
n · (ωh)7−k

[

(ωh)3

3
+ (ωh)5

8

]k

—

arctanx = x− x3

3
+

x5

5
, x7 ≃ 0.

Vezi [14, pag. 749].

Au loc estimările următoare ale puterilor lui
ωβ
α :

(

ωβ

α

)3

=

{

ωh+(ωh)3

[

1

3
+

(ωh)2

8

]}3

= (ωh)3 + 3(ωh)2

{

(ωh)3

[

1

3
+

(ωh)2

8

]}

+ 3(ωh)

{

(ωh)6

[

1

3
+

(ωh)2

8

]2
}

+(ωh)9

[

1

3
+

(ωh)2

8

]3

= (ωh)3 +(ωh)5 +(ωh)7

{

3

8
+ 3

[

1

3
+

(ωh)2

8

]2
}

+ (ωh)9

[

1

3
+

(ωh)2

8

]3

= (ωh)3 +(ωh)5
,

respectiv

(

ωβ

α

)5

=

{

ωh+(ωh)3

[

1

3
+

(ωh)2

8

]}5

= (ωh)5 +
5

∑
k=1

Ck
5(ωh)5−k · (ωh)3k

[

1

3
+

(ωh)2

8

]k

= (ωh)5 +
5

∑
k=1

Ck
5 · (ωh)7 · (ωh)2(k−1)

[

1

3
+

(ωh)2

8

]k
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= (ωh)5
.

Aşadar,

x− x3

3
+

x5

5
=

[

ωh+
(ωh)3

3
+

(ωh)5

8

]

− 1

3

[

(ωh)3 +(ωh)5
]

+
1

5
(ωh)5

= ωh− (ωh)5

120
.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Teorema 3.1. (Aprecierea erorii globale) Sunt valabile estimările:







|cos(nωh)− S1(h,n)| ≤ n
120

(1+ωh)(ωh)5 = o
(

h4
)

,

∣

∣

∣

sin(nωh)
ω − S2(h,n)

∣

∣

∣≤ n
120

1+ωh
ω (ωh)5 = o

(

h4
)

când h ց 0.

Demonstraţie. Avem egalităţile

cos(nωh)− S1 = cos(nωh)−
[

1− n

144
(ωh)6

]

· cos

(

n ·
[

ωh− (ωh)5

120

])

=

[

cos(nωh)− cos

(

nωh− n
(ωh)5

120

)]

+
n

144
(ωh)6 cos

(

nωh− n
(ωh)5

120

)

= −sin(ξn) ·n
(ωh)5

120
+

n

144
(ωh)6 cos

(

nωh− n
(ωh)5

120

)

.

Am aplicat teorema valorii intermediare: ξn ∈
[

nωh− n
(ωh)5

120
,nωh

]

.

De unde,

|cos(nωh)− S1| ≤ |−sin(ξn)| ·n
(ωh)5

120
+

∣

∣

∣

∣

cos

(

nωh− n
(ωh)5

120

)∣

∣

∣

∣

·n (ωh)6

144

≤ n(ωh)5

(

1

120
+

ωh

144

)

≤ n(ωh)5 1+ωh

120
.

Mai departe, ı̂n acelaşi mod,

sin(nωh)

ω
− S2 =

1

ω

[

sin(nωh)− sin

(

nωh− n
(ωh)5

120

)]
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+
1

ω
· n

144
(ωh)6 sin

(

nωh− n
(ωh)5

120

)

= cos(ζn) ·
n

ω
· (ωh)5

120
+

n

ω
· (ωh)6

144
sin

(

nωh− n
(ωh)5

120

)

,

unde ζn ∈
[

nωh− n
(ωh)5

120
,nωh

]

, respectiv

∣

∣

∣

∣

sin(nωh)

ω
− S2

∣

∣

∣

∣

≤ n

ω
(ωh)5

(

1

120
+

ωh

144

)

.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Pentru a explicita estimarea (3.5), considerăm că

(2−52 ≃) 2.22× 10−16 ≡ 0.

Vezi [3, pag. 30].

Fie ω = 1 şi h = 0.001. Atunci,

ωh = 10−
21
7 < 10−

16
7 <

(

2.2× 10−16
) 1

7
.

Fie n = 7080. Este ı̂ndeplinită restricţia explicită (3.6):

(ωh)6 = 10−18
< 0.02 <

144

7080
= min

{

8,
144

7080

}

.

Avem eroarea globală

n

120
(1+ωh)(ωh)5 = 59 ·

(

1+ 10−3
)

·10−15

< 102 ·10−15

= 10−13
,

deci mărimile cos(kωh) şi S1(h,k) — unde k ∈ 0,n — coincid teoretic ı̂n prime-

le doisprezece zecimale. Aceeaşi concluzie are loc şi pentru mărimile sin(kωh) ≃
ωS2(h,k).

Pentru a capta caracterul periodic al soluţiei generale, introducem cea de-a doua

restricţie explicită privind cantităţile h, n:

ωh ≥ 7

n
. (3.7)

Astfel, nh >
6.4
ω >

2π
ω — perioada principală a soluţiilor —.

Plecând de la remarca următoare:

45 = 1024 > 817.01 >
117649

144
=

76

144
,
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deducem că

144

m
>

(

7

m

)6

, m ≥ 4,

ceea ce ne permite tripla restricţie

min

{

8,
144

n

}

=
144

n
≥ (ωh)6 ≥

(

7

n

)6

,

unde n ≥ 18.





Capitolul 4

Realizarea ilustraţiilor

4.1 Un script Python

Lucrăm ı̂n sistemul de operare Microsoft Windows 11 (versiunea 25H2). Aici,

instalăm [17] ı̂n mod global setul de aplicaţii care constituie implementarea oficială

a limbajului de programare de uz general Python1.

După instalare, dintr-un terminal — pe care ı̂l deschidem cu combinaţia de taste

Win+X,I —, determinăm versiunea Python-ului:

[Windows PowerShell]

1 python -- v e r s i o n

Este recomandat să folosim cea mai nouă versiune: la momentul scrierii acestui

material, 3.14.3.

Apoi, instalăm [15] componentele bibliotecii de calcul numeric NumPy:

[Windows PowerShell]

1 pip i n s t a l l numpy

De asemeni, determinăm versiunea NumPy-ului:

[Windows PowerShell]

1 python

2 import numpy as np

3 p r i n t(np.__version__)

La momentul scrierii acestui material, ultima versiune este 2.4.2.

Prima instrucţiune din programul anterior produce lansarea, ı̂n acelaşi terminal, a

interpretorului de Python. Acest fapt este vizibil datorită apariţiei promptului princi-

pal >>> al interpretorului. Astfel, vom scrie instrucţiunile 2 şi 3 la dreapta promp-

tului2.

1 O introducere, ı̂n româneşte, ı̂n programarea ı̂n Python este disponibilă online [16].
2 Pentru a ı̂ncheia interacţiunea cu interpretorul, fără a ı̂nchide terminalul, este suficient să tastăm

instrucţiunea quit; urmată, desigur, de apăsarea tastei Enter.

81
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Program:> Interpretorul de Python funcţionează după cum bănuim: citeşte, ı̂nţelege şi apoi

execută instrucţiunile pe care i le transmitem sub forma unui fişier-text. De aceea,

ı̂n editorul de text obişnuit3, transcriem următorul script Python. Îl vom salva ca

fişier-text, ı̂nsă cu extensia py [5]:

[sisteme_2x2.py]

1 import numpy as np

2

3 # Matricea A se introduce sub forma [a, b, c, d]:

4 ma = np.array([0, 1, -2, -3], dtype= f l o a t).reshape(2, 2)

5

6 # Data impusa se introduce sub forma [x0, y0]:

7 dc = np.array([-1.78, 3.56], dtype= f l o a t)

8

9 h = 0.001

10 n = 16_100

11

12 f = lambda v1, v2, v3: ma[0, 0] * v1 + ma[0, 1] * v2

13 g = lambda v1, v2, v3: ma[1, 0] * v1 + ma[1, 1] * v2

14

15 r2 = range(n)

16 r3 = range(n + 1)

17

18 x = np.array(r3, dtype= f l o a t)

19 y = np.array(r3, dtype= f l o a t)

20 t = np.array(r3, dtype= f l o a t)

21

22 kx1 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

23 ky1 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

24 zx1 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

25 zy1 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

26

27 kx2 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

28 ky2 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

29 zx2 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

30 zy2 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

31

32 kx3 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

33 ky3 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

34 zx3 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

35 zy3 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

36

37 kx4 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

38 ky4 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

39

40 kxRK4 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

41 kyRK4 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

42

43 x[0] = dc[0]

44 y[0] = dc[1]

3 Folosind tastele Win+R, producem apariţia unei casete de comenzi. Scriem, ı̂n aceasta, comanda

notepad.exe, după care apăsăm butonul OK.
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45 t[0] = 0

46

47 h2 = 0.5 * h

48 h3 = h / 6

49

50 textul = ""

51

52 for i i n r2:

53 i2 = i + 1

54 ti = t[i]

55 ti2 = ti + h2

56 ti3 = ti + h

57

58 t[i2] = ti3

59

60 kx1[i] = f(x[i], y[i], ti)

61 ky1[i] = g(x[i], y[i], ti)

62 zx1[i] = x[i] + h2 * kx1[i]

63 zy1[i] = y[i] + h2 * ky1[i]

64

65 kx2[i] = f(zx1[i], zy1[i], ti2)

66 ky2[i] = g(zx1[i], zy1[i], ti2)

67 zx2[i] = x[i] + h2 * kx2[i]

68 zy2[i] = y[i] + h2 * ky2[i]

69

70 kx3[i] = f(zx2[i], zy2[i], ti2)

71 ky3[i] = g(zx2[i], zy2[i], ti2)

72 zx3[i] = x[i] + h * kx3[i]

73 zy3[i] = y[i] + h * ky3[i]

74

75 kx4[i] = f(zx3[i], zy3[i], ti3)

76 ky4[i] = g(zx3[i], zy3[i], ti3)

77

78 kxRK4[i] = h3 * (kx1[i] + 2 * kx2[i] + 2 * kx3[i] + kx4[i])

79 kyRK4[i] = h3 * (ky1[i] + 2 * ky2[i] + 2 * ky3[i] + ky4[i])

80

81 x[i2] = x[i] + kxRK4[i]

82 y[i2] = y[i] + kyRK4[i]

83

84 # Transformari ale rezultatului pentru afisare:

85 # scal(are), - (reflexie), trans(latie)

86 scal = 10

87 scal_xi2 = scal * x[i2]

88 scal_yi2 = scal * y[i2]

89

90 axe_yi2 = - scal_yi2

91

92 trans = 50

93 prep_xi2 = scal_xi2 + trans

94 prep_yi2 = axe_yi2 + trans

95

96 textul += "{0:.6f} {1:.6f}\n". format(prep_xi2, prep_yi2)

97

98 f = open("rezultatul.txt", "a")
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99 f.w ri te(textul)

100 f. f l u s h ()

101 f. c l o s e()

Îi cerem interpretorului să execute acest script cu comanda:

[Windows PowerShell]

1 python sisteme_2x2.py

Datele calculate vor fi introduse ı̂n fişierul nou creat — ı̂n mod automat! — re-

zultatul.txt.

Pentru a construi portretul fazelor unei ecuaţii diferenţiale ordinare, liniare şi

omogene, de ordinul al doilea, procedăm astfel: mai ı̂ntâi, calculăm mărimile rele-

vante pe baza matricei sistemului diferenţial de ordinul ı̂ntâi echivalent ecuaţiei:

A =

(

0 1

−2 −3

)

,

de unde

trace =−3, det = 2,

λ1 =−2, λ2 =−1.

Remarcăm că planul fazelor se ı̂mparte ı̂n patru sectoare, delimitate de dreptele

y−λi · x = 0, unde i ∈ {1,2}.

Apoi, pentru a surprinde trăsăturile specifice ale orbitelor, alegem datele impuse

pentru câte două orbite din fiecare sector şi câte două orbite de pe fiecare dreaptă:

ı̂n total, avem de construit doisprezece orbite, ale căror date impuse vor fi introduse

ı̂n ordinea prezentată ı̂n Figura 4.1. Din raţiuni estetice, datele impuse le corespund

unor puncte situate la distanţe aproximativ egale de centrul axelor de coordonate.

Astfel, am folosit ca ghidaj la calculul coordonatelor carteziene ale acestor puncte

cercul C (O,4). Valorile numerice stabilite, din tabelul care urmează, pot fi inserate

ı̂n scriptul Python drept comentarii.

# +----+--------------+-------+---------------------+

# |Nr. | Data impusa | Pasul | Numarul de iteratii |

# | | x0, y0 | h | n |

# +----+--------------+-------+---------------------+

# | 01 | 1, 3.87 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+

# | 02 | 3, 2.64 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+

# | 03 | 2.82, -2.82 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+

# | 04 | 2.5, -3.12 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+

# | 05 | 2, -3.46 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+
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# | 06 | 1.78, -3.56 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+

# | 07 | -1, -3.87 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+

# | 08 | -3, -2.64 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+

# | 09 | -2.82, 2.82 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+

# | 10 | -2.5, 3.12 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+

# | 11 | -2, 3.46 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+

# | 12 | -1.78, 3.56 | 0.001 | 16_100 |

# +----+--------------+-------+---------------------+

Fig. 4.1 Cercul datelor impuse pentru calculul portretului fazelor.

O practică ı̂ncetăţenită este alegerea de date impuse corespunzând unor puncte

aşezate simetric faţă de centrul axelor de coordonate — de exemplu, datele de la Nr.

02 şi 08 —. Din acest motiv, curbele obţinute vor apărea ca fiind poziţionate una

ı̂n continuarea celeilalte: ı̂n particular, dreptele din Figura 4.2 nu sunt rezultate din

calculul numeric, aparenţa lor fiind produsă de câte două semidrepte [2, pag. 160].
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Fig. 4.2 Portretul fazelor (incomplet) pentru ecuaţia diferenţială x′′+3x′+2x = 0.

4.2 Un fişier SVG

Pentru ca datele să poată fi vizualizate atât pe foaia de hârtie cât şi ı̂ntr-o pagină

web, ele trebuie transformate mai ı̂ntâi ı̂n obiecte grafice bidimensionale [22].

Lucrăm ı̂n browserul web Mozilla Firefox [7]. Aici, instrucţiunile de grafică vec-

torială4 pot fi puse la treabă pe bancul de probă [6].

Tot ı̂n editorul de text obişnuit, transcriem următorul schelet de script SVG. Îl

vom salva ca fişier-text, dar cu extensia svg.

[ilustratia.svg]

1 <svg

2 viewBox="0 0 100 100"

3 xmlns="http://www.w3.org/2000/svg">

4

5 <p o l y l i n e

6 p o i n t s="

4 O introducere ı̂n programarea ı̂n SVG este disponibilă online [20].
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7

8 "

9 s troke ="orange"

10 f i l l ="none"

11 stroke -width="0.4"

12 />

13

14 </svg>

Spaţiul gol de la linia de cod 7 va fi ı̂nlocuit cu ı̂ntreg conţinutul fişierului re-

zultatul.txt. Astfel, după obţinerea valorilor numerice ale celor doisprezece

curbe necesare portretului din Figura 4.2, avem:

[ilustratia.svg]

1 <svg

2 viewBox="0 0 100 100"

3 xmlns="http://www.w3.org/2000/svg">

4

5 <p o l y l i n e

6 p o i n t s="

7 60.038632 11.435935

8 60.077128 11.571539

9 60.115489 11.706814

10

11 [multe linii de numere]

12

13 50.000006 50.000006

14 50.000006 50.000006

15 50.000006 50.000006

16 "

17 s troke ="orange"

18 f i l l ="none"

19 stroke -width="0.4"

20 />

21

22 <p o l y l i n e

23 p o i n t s="

24 80.026330 23.739018

25 80.052522 23.877671

26 80.078575 24.015962

27

28 [multe linii de numere]

29

30 50.000009 50.000009

31 50.000009 50.000009

32 50.000009 50.000009

33 "

34 s troke ="orange"

35 f i l l ="none"

36 stroke -width="0.4"

37 />

38

39 [alte obiecte grafice]

40
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41 <p o l y l i n e

42 p o i n t s="

43 32.235564 14.471129

44 32.271058 14.542116

45 32.306480 14.612960

46

47 [multe linii de numere]

48

49 50.000000 50.000000

50 50.000000 50.000000

51 50.000000 50.000000

52 "

53 s troke ="blue"

54 f i l l ="none"

55 stroke -width="0.4"

56 />

57

58 </svg>

Obiectele grafice polyline [21], definite ı̂n fişier, sunt liniile poligonale cu

care realizăm interpolarea liniară a datelor calculate. Cu atributul [19] stroke sta-

bilim culoarea liniei poligonale iar cu stroke-width grosimea acesteia.

Mai trebuie adăugate: sistemul de coordonate carteziene Oxy, respectiv săgeţile

care indică sensul de deplasare pe fiecare din curbe. Pentru rapiditate, putem ı̂ntre-

buinţa editorul de grafică vectorială Inkscape [10]. El va ı̂nţelege obiectele grafice

din fişierul ilustratia.svg şi va putea să le modifice, respectiv să le separe.

4.3 Ilustraţii 3D

Graficul unei soluţii oarecare a sistemului diferenţial (1.1), adică mulţimea

G(
u

v

) =

{(

t,

(

u(t)
v(t)

))∣

∣

∣

∣

t ∈ R

}

⊂ R×R
2
,

poate fi socotit drept o submulţime a spaţiului euclidian real ı̂n trei dimensiuni:

G(
u

v

) =











u(t)
v(t)

t





∣

∣

∣

∣

∣

∣

t ∈ R







⊂ R
3
.

Pentru a putea desena pe foaia de hârtie mulţimea G trebuie să realizăm o cores-

pondenţă mai-mulţi-la-unu ı̂ntre R3 şi R2 care să ne permită trecerea practică de la

reperul Oxyt la un reper bidimensional, OXY .

Lema 4.1. Fie paralelogramul ABCD din Figura 4.3, cu lungimile laturilor AB = x

şi AD = t. Fie G piciorul perpendicularei duse din vârful C pe dreapta AF. Se cu-

nosc mărimile unghiurilor ∠DAF = α şi ∠FAB = β . Aici, α, β , α + β ∈
(

0, π
2

)

.
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Atunci, sunt valabile egalităţile:

{

CG = xsinβ − t sin α,

AG = xcosβ + t cosα.

Fig. 4.3 Calculul lungimii segmentelor AG şi CG ı̂n paralelogramul ABCD.

Demonstraţie. Construim dreptunghiul BIGJ şi triunghiul dreptunghic AHD.

În triunghiul BIC,

IC = BC · sin(∠IBC) = t sinα

deoarece unghiurile DAF, AFB şi FBI sunt egale — alterne interne —. În triunghiul

BAJ,

BJ = BA · sin(∠BAJ) = xsinβ ,

de unde rezultă că IG = xsinβ .

Unghiurile BAE, AED şi CEG sunt egale. Atunci,

HE = DE · cos(∠AED) = DE cosβ ,

respectiv

EG = EC · cos(∠CEG) = EC cosβ .

Am ajuns la HG = HE +EG = DC cosβ = xcosβ .

În sfârşit, ı̂n triunghiul AHD, AH = AD · cos(∠DAH) = t cosα .

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔
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Lema 4.2. În Figura 4.4, paralelogramele ABCD şi V NMW au laturile egale şi pa-

ralele două câte două: AD
‖
≡ VW şi AB

‖
≡ VN. De asemeni, dreptele VA,WD, MC

şi NB sunt paralele ı̂ntre ele. Dacă dreptele OV şi OF sunt perpendiculare una pe

cealaltă, atunci avem relaţiile5:

(

XM

YM

)

=

(

cosα cosβ
−sinα sinβ

)(

tM
xM

)

+

(

0

yM

)

.

Aici, XM := AG, YM := MG, xM := AB, yM := AV, tM := AD. La fel,

(

XN

YN

)

=

(

0 cosβ
0 sin β

)(

0

xM

)

+

(

0

yM

)

,

unde XN := AK, YN := NK, xN = xM, yN = yM .

Fig. 4.4 Corespondenţele dintre reperul cartezian imaginar Oxyt şi cel adevărat OXY : punc-

tul M(OB,OV,OD) ≡ M(OG,GM) din spaţiul trei-dimensional şi proiecţia sa ı̂n planul fazelor

N(OB,OV,0) ≡ N(OK,KN).

5 Remarcăm că determinantul matricei este sin (α +β )> 0. Astfel, pentru orice punct M din planul

foii de hârtie, dreapta de ecuaţii [23, pag. 195]

x− xM =− cosα

sin(α +β )
· (y− yM) , t − tM =

cosβ

sin(α +β )
· (y− yM) ,

din R
3, va fi văzută sub forma unui punct, şi anume M.
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Demonstraţie. Sunt valabile egalităţile YM = MG =CG+CM =CG+OV =CG+
yM . Aici, punctul K joacă rolul punctului J din Figura 4.3. Astfel, BK = xM sinβ =
xN sinβ şi YN = KN = BK + yM = BK + yN .

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Fig. 4.5 Graficul (ı̂n portocaliu) şi proiecţia (ı̂n albastru a) acestuia (incomplete) pe planul fazelor

pentru soluţia (x,x′)T
, a sistemului 2×2 echivalent ecuaţiei diferenţiale x′′+x = 0, cu data impusă

x(0) = 1, x′(0) = 0. Soluţia a fost calculată pentru t ∈ [0,7.8] ca să i se evidenţieze periodicitatea.

Program:> Modificăm scriptul Python pentru a genera curbele parcurse ı̂n spaţiul trei-dimen-

sional, respectiv ı̂n planul fazelor, de către punctele M şi N. Rezultatele corespunză-

toare vor fi salvate ı̂n fişierele nou-create rezultatul 3D.txt — pentru M —,

respectiv rezultatul 3D PF.txt.

[sisteme_2x2_3D.py]

1 import numpy as np

2 import math as mt

3

4 # Calcule pentru 3D:

5 #
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6 # Notatii:

7 # pi: p, alpha: a, beta: b

8 # cos_alpha: ca, cos_beta: cb, sin_alpha: sa, sin_beta: sb

9 #

10 # Restrictii:

11 # 0 < alpha, beta, alpha + beta < pi/2

12 p = mt.pi

13 a = p/6

14 b = p/4

15 ca = mt.cos(a)

16 sa = mt. s i n(a)

17 cb = mt.cos(b)

18 sb = mt. s i n(b)

19

20 ma = np.array([0, 1, -1, 0], dtype= f l o a t).reshape(2,2)

21 dc = np.array([1, 0], dtype= f l o a t)

22

23 h = 0.001

24 n = 7_800

25

26 f = lambda v1, v2, v3: ma[0, 0] * v1 + ma[0, 1] * v2

27 g = lambda v1, v2, v3: ma[1, 0] * v1 + ma[1, 1] * v2

28

29 r2 = range(n)

30 r3 = range(n + 1)

31

32 x = np.array(r3, dtype= f l o a t)

33 y = np.array(r3, dtype= f l o a t)

34 t = np.array(r3, dtype= f l o a t)

35

36 kx1 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

37 ky1 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

38 zx1 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

39 zy1 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

40

41 kx2 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

42 ky2 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

43 zx2 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

44 zy2 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

45

46 kx3 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

47 ky3 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

48 zx3 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

49 zy3 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

50

51 kx4 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

52 ky4 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

53

54 kxRK4 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

55 kyRK4 = np.array(r2, dtype= f l o a t)

56

57 x[0] = dc[0]

58 y[0] = dc[1]

59 t[0] = 0
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60

61 h2 = 0.5 * h

62 h3 = h / 6

63

64 textul = ""

65

66 for i i n r2:

67 i2 = i + 1

68 ti = t[i]

69 ti2 = ti + h2

70 ti3 = ti + h

71

72 t[i2] = ti3

73

74

75 kx1[i] = f(x[i], y[i], ti)

76 ky1[i] = g(x[i], y[i], ti)

77 zx1[i] = x[i] + h2 * kx1[i]

78 zy1[i] = y[i] + h2 * ky1[i]

79

80 kx2[i] = f(zx1[i], zy1[i], ti2)

81 ky2[i] = g(zx1[i], zy1[i], ti2)

82 zx2[i] = x[i] + h2 * kx2[i]

83 zy2[i] = y[i] + h2 * ky2[i]

84

85 kx3[i] = f(zx2[i], zy2[i], ti2)

86 ky3[i] = g(zx2[i], zy2[i], ti2)

87 zx3[i] = x[i] + h * kx3[i]

88 zy3[i] = y[i] + h * ky3[i]

89

90 kx4[i] = f(zx3[i], zy3[i], ti3)

91 ky4[i] = g(zx3[i], zy3[i], ti3)

92

93 kxRK4[i] = h3 * (kx1[i] + 2 * kx2[i] + 2 * kx3[i] + kx4[i])

94 kyRK4[i] = h3 * (ky1[i] + 2 * ky2[i] + 2 * ky3[i] + ky4[i])

95

96 x[i2] = x[i] + kxRK4[i]

97 y[i2] = y[i] + kyRK4[i]

98

99 # Trecerea de la Oxyt la OXY:

100 #

101 # Punctul M de pe graficul solutiei (x,y):

102 xi2_3D = t[i2] * ca + x[i2] * cb

103 yi2_3D = y[i2] + x[i2] * sb - t[i2] * sa

104

105 # Punctul N din planul fazelor (PF, Oxy)

106 # xi2_3D_PF = x[i2] * cb

107 # yi2_3D_PF = y[i2] + x[i2] * sb

108

109 # Scalare:

110 scal = 10

111

112 # Punctul M:

113 scal_xi2_3D = scal * xi2_3D
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114 scal_yi2_3D = scal * yi2_3D

115

116 # Punctul N:

117 # scal_xi2_3D_PF = scal * xi2_3D_PF

118 # scal_yi2_3D_PF = scal * yi2_3D_PF

119

120 # Modificarea axelor (reflexie):

121

122 # Punctul M:

123 axe_yi2_3D = - scal_yi2_3D

124

125 # Punctul N:

126 # axe_yi2_3D_PF = - scal_yi2_3D_PF

127

128 # Translatie:

129 trans = 50

130

131 # Punctul M:

132 prep_xi2_3D = scal_xi2_3D + trans

133 prep_yi2_3D = axe_yi2_3D + trans

134

135 # Punctul N:

136 # prep_xi2_3D_PF = scal_xi2_3D_PF + trans

137 # prep_yi2_3D_PF = axe_yi2_3D_PF + trans

138

139 # Punctul M:

140 textul += "{0:.6f} {1:.6f}\n". format(prep_xi2_3D, ց

(cont.)prep_yi2_3D)

141

142 # Punctul N:

143 # textul += "{0:.6f} {1:.6f}\n".format(prep_xi2_3D_PF, ց

(cont.)prep_yi2_3D_PF)

144

145 # 3D (curba punctului M):

146 f = open("rezultatul_3D.txt", "a")

147

148 # 3D_PF (curba punctului N):

149 # f = open("rezultatul_3D_PF.txt", "a")

150

151 f.w ri te(textul)

152 f. f l u s h ()

153 f. c l o s e()



Anexa A

Homeomorfismul (t ∈ R) 7→ r(t) al orbitelor
nemărginite

Ne interesează stabilirea unor estimări de forma

|t − s| ≤ L(t) · |r(t)− r(s)| , (A.1)

atunci când |r(t)− r(s)| ≤ δ (t), pentru orice t ∈ R. Cu ajutorul lor, deducem că in-

versa aplicaţiei t 7→ r(t) este continuă ı̂n raport cu topologia euclidiană a dreptei

reale şi cu topologia indusă pe orbita O de către topologia euclidiană a planului

fazelor.

A.1 Cazul trace < 0, det > 0, discr < 0

Folosim tehnicile de calcul din Subsecţiunea 2.2.3 ca să ne referim la orbita1

O (C1,C2), cu C2
1 +C2

2 > 0.

Lema A.1. (Norma unei matrice) Fie matricea M :=

(

m n

p q

)

∈ M2 (R), oarecare,

şi vectorii

u1 :=

(

X

Y

)

, u2 :=

(

Z

T

)

∈ TR2

supuşi relaţiei

u2 = M ·u1
.

Atunci,

u2 ≤ ‖M‖ ·u1
, (A.2)

1 Când nu este pericol de confuzie, ı̂ntrebuinţăm notaţia O (C1,C2) pentru a ne referi la orbita

O (x,y) căreia ı̂i corespund constantele de integrare C1,2.
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unde mărimea ‖M‖ :=
√

m2 + n2 + p2 + q2 desemnează norma euclidiană de index

doi a matricei M.

Demonstraţie. Inegalitatea (A.2) se ridică la pătrat şi se reorganizează ca

(mX + nY)2 +(pX + qY )2 = Z2 +T2

≤
(

m2 + n2
)(

X2 +Y2
)

+
(

p2 + q2
)(

X2 +Y2
)

,

respectiv

[

(mX + nY)2 −
(

m2 + n2
)(

X2 +Y 2
)

]

+
[

(pX + qY )2 −
(

p2 + q2
)(

X2 +Y 2
)

]

≤ 0.

Am ajuns la

−(mY − nX)2 − (pY − qX)2 ≤ 0.

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔
Pentru orice t ∈ R,

r(t) = eαt ·R(t), R(t) := γ(t) ·w1 +η(t) ·w2,

unde mărimile γ, η , w1, w2 au fost precizate ı̂n formulele (2.23), (2.24).

Introducem numerele a≥b> 0, numite (informal) semiaxa mare, respectiv semi-

axa mică ale acelei (unice) elipse E pe care o determină perechea de raze conjugate

{−→w 1,
−→w 2} ⊂ TOR

2 [13, pag. 33]. Atunci,

a ≥ R(t)≥ b, t ∈ R,

deoarece punctul N(t) din planul fazelor, având raza vectoare R(t) ı̂n sistemul de

referinţă Oxy, se găseşte ı̂n permanenţă pe elipsa E:

a = max
t∈R

d(O,N(t)) , b = min
t∈R

d(O,N(t)) .

Lema A.2. Fie t ∈R, fixat arbitrar, şi numărul δ = δ (t) restrâns la 0 < δ (t)≤ r(t)
2

.

Fie s ∈ R pentru care

|r(t)− r(s)| ≤ δ (t).

Atunci, există numărul S = S(t) cu proprietatea că

|s| ≤ S(t). (A.3)

Demonstraţie. Observăm că
r(t)

2
≤ r(s) ≤ 3r(t)

2
, de unde

b

2
· eαt ≤ r(t)

2
≤ r(s)≤ a · eαs



A.1 Cazul trace < 0, det > 0, discr < 0 97

şi

3a

2
· eαt ≥ 3r(t)

2
≥ r(s) ≥ b · eαs

.

Astfel,

b

2a
eαt ≤ eαs ≤ 3a

2b
eαt

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

Fig. A.1 “Bucle interzise” pentru orbitele nemărginite: punctul de autointersecţie M1 nu poate e-

xista datorită injectivităţii parametrizării t 7→ r(t). Punctul M2 = M2 (t0) pentru care lim
n→+∞

r (tn) =

r (t0), unde şirul (tn)n≥1 ⊂R satisface una din condiţiile lim
n→+∞

tn =±∞, nu poate fi ı̂ntâlnit aici din

cauza estimării (A.3). Vezi şi [2, pag. 89].

Conform Exerciţiului 2.6,
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eαt

(

cosβ t

sinβ t

)

= M · r(t), M :=
1

C2
1 +C2

2

(

C1 C2

C2 −C1

)

(

U
T
1

U
T
2

)

.

Aplicăm Lema A.1,

E(t,s) :=

∣

∣

∣

∣

∣

eαt

(

cosβ t

sinβ t

)

− eαs

(

cosβ s

sinβ s

)∣

∣

∣

∣

∣

= |M · [r(t)− r(s)]|

≤ ‖M‖ · |r(t)− r(s)| .

Sunt valabile estimările următoare:

E(t,s) =

√

(eαt cosβ t − eαs cosβ s)2 +(eαt sinβ t − eαs sin β s)2

=
∣

∣

(

eαt cosβ t − eαs cosβ s
)

+ i
(

eαt sinβ t − eαs sinβ s
)∣

∣

=
∣

∣eαt (cosβ t + isinβ t)− eαs (cosβ s+ isinβ s)
∣

∣

=
∣

∣

∣e
(α+iβ )t − e(α+iβ )s

∣

∣

∣=
∣

∣

∣e
(α+iβ )t

∣

∣

∣ ·
∣

∣

∣1− e(α+iβ )(s−t)
∣

∣

∣

= eαt ·
∣

∣

∣

[

1− eα(s−t) cosβ (s− t)
]

+ i
[

−eα(s−t) sinβ (s− t)
]∣

∣

∣

= eαt

√

1+ e2α(s−t)− 2eα(s−t) cosβ (s− t)

≥ eαt ·
∣

∣

∣1− eα(s−t)
∣

∣

∣ ,

respectiv, via teorema valorii intermediare,

1− eα(s−t) = αeαξ · (t − s), (A.4)

unde ξ = ξ (α) ∈ [min{0,s− t} ,max{0,s− t}].
Am ajuns la

‖M‖ · |r(t)− r(s)| ≥ eαt · |α| · e−|α |·|ξ | · |t − s| .

Aici, pe baza Lemei A.2,

|ξ | ≤ |t|+ |s| ≤ |t|+ S(t), (A.5)

deci

|t − s| ≤ ‖M‖
|α| · e|α |(|t|+S(t))−αt · |r(t)− r(s)|

≤ ‖M‖
|α| · e|α |(2|t|+S(t)) · |r(t)− r(s)| .

În fine,
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L(t) :=
‖M‖
|α| e|α |(2|t|+S(t))

, δ (t) ∈
(

0,
r(t)

2

]

, t ∈R,

iar estimarea (A.1) rămâne valabilă (şi) ı̂n contextul Subsecţiunii 2.2.4.

A.2 Cazul trace < 0, det > 0, discr = 0

Întrebuinţăm detalii din Subsecţiunea 2.2.2 privitoare la orbita O (C1,C2), cu

C2 6= 0.

Reprezentarea lui r(t), dată de expresiile (2.15), (2.16), ne conduce la

[r(t)]2 = C2
2e2λ t · (tu1 + u3)

2

= C2
2e2λ t

[

t2u2
1 + 2(u1 ·u2) t + u2

3

]

= C2
2e2λ t

[

(

1+λ 2
)

t2 + 2
C1 +λ (C2 +C1λ )

C2

t +
C2

1 +(C2 +C1λ )2

C2
2

]

.

Deducem că trinomul de gradul al II-lea

E(t) :=
(

1+λ 2
)

t2 + 2
C1 +λ (C2 +C1λ )

C2

t +
C2

1 +(C2 +C1λ )2

C2
2

are discriminantul ∆t =−4, deci este minorat de către cantitatea 1
1+λ 2 pentru orice

t ∈ R. Aşadar,

r(t)≥ |C2| ·
eλ t

√
1+λ 2

, t ∈R. (A.6)

Lema A.3. Fie t, s ∈ R astfel ı̂ncât

|r(t)− r(s)| ≤ r(t)

2
.

Atunci, se adeveresc estimările

e−λ s

u1 |s|+ u3

≤ 2
√

1+λ 2 · e−λ t

şi

2

3
√

1+λ 2
· e−λ t

u1 |t|+ u3

≤ e−λ s
.

Demonstraţie. Ne bazăm pe inegalitatea (A.6), pe
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r(t)

2
≤ r(s)≤ 3r(t)

2
(A.7)

şi pe

r(t) = |C2|eλ t |tu1 + u3|
≤ |C2|eλ t (|t| · |u1|+ |u3|) .

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

La fel ca ı̂n cadrul Lemei A.2, am probat că există numărul S = S(t) pentru care

să fie valabilă estimarea (A.3).

Au loc egalităţile următoare:

r(t)− r(s) = C2

[(

eλ tt − eλ ss
)

u1 +
(

eλ t − eλ s
)

u3

]

= C2eλ t
{{

(t − s)+
[

1− eλ (s−t)
]

s
}

u1 +
[

1− eλ (s−t)
]

u3

}

,

respectiv, conform (A.4), unde ξ = ξ (λ ),

r(t)− r(s) = C2eλ t ·λ eλ ξ · (t − s) ·
[(

1

λ eλ ξ
+ s

)

u1 + u3

]

, t, s ∈R.

Apoi, pe baza estimării (A.5),

|r(t)− r(s)| = |C2|eλ t · |λ |eλ ξ · |t − s| ·
√

E

(

s+
1

λ eλ ξ

)

≥ |C2|e−|λ |·|t| · |λ |e−|λ |·|ξ | · |t − s| · 1√
1+λ 2

,

şi, ı̂n sfârşit,

L(t) =

√
1+λ 2

|λC2|
e|λ |(2|t|+S(t))

, δ (t) ∈
(

0,
r(t)

2

]

, t ∈ R.

Estimarea (A.1) rămâne valabilă atunci când (trace > 0, det > 0, discr = 0).

A.3 Cazul trace < 0, det > 0, discr > 0

Revenim la contextul Subsecţiunii 2.2.1 vizavi de orbita O (C1,C2), cu C1 ·C2 6=
0.

Stabilim că trinomul de gradul al II-lea

F(q) := (q ·u1 + u2)
2
, q ∈R,
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are discriminantul ∆q =−4(λ1 −λ2)
2
, deci

F(q)≥ (λ1 −λ2)
2

1+λ 2
1

, q ∈R.

Dată fiind generalitatea formulelor, un raţionament verbatim ne va conduce la

|u1 + q ·u2| ≥
|λ1 −λ2|
√

1+λ 2
2

, q ∈ R. (A.8)

Sunt valabile inegalităţile următoare:

r(t) = |C2| · eλ2t ·
∣

∣

∣

∣

C1

C2

e(λ1−λ2)t ·u1 + u2

∣

∣

∣

∣

≥ |C2| · eλ2t · |λ1 −λ2|
√

1+λ 2
1

şi

r(t) = |C1| · eλ1t ·
∣

∣

∣

∣

u1 +
C2

C1

e(λ2−λ1)t ·u2

∣

∣

∣

∣

≥ |C1| · eλ1t · |λ1 −λ2|
√

1+λ 2
2

,

respectiv

r(t)≥ |λ1 −λ2| ·min







|C2|
√

1+λ 2
1

,
|C1|

√

1+λ 2
2







· eλ2t

şi

r(t)≥ |λ1 −λ2| ·min







|C2|
√

1+λ 2
1

,
|C1|

√

1+λ 2
2







· eλ1t
.

Am ajuns la

r(t)≥ |λ1 −λ2| ·Cmin ·max
{

eλ1t
,eλ2t

}

, t ∈ R, (A.9)

unde

Cmin := min







|C2|
√

1+λ 2
1

,
|C1|

√

1+λ 2
2







.

Apoi,
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r(t) ≤ |C1| · eλ1t ·u1 + |C2| · eλ2t ·u2 = u1u2

(

|C1|eλ1t

u2

+
|C2|eλ2t

u1

)

≤ 2u1u2 ·max

{

|C1|eλ1t

u2

,
|C2|eλ2t

u1

}

≤ 2u1u2 ·Cmax ·max
{

eλ1t
,eλ2t

}

, t ∈ R, (A.10)

unde

Cmax := max







|C2|
√

1+λ 2
1

,
|C1|

√

1+λ 2
2







.

Lema A.4. Fie t, s ∈ R astfel ı̂ncât

|r(t)− r(s)| ≤ r(t)

2
.

Atunci, se adeveresc estimările

|λ1 −λ2|
√

(

1+λ 2
1

)(

1+λ 2
2

)

· Cmin

Cmax

·max
{

eλ1t
,eλ2t

}

≤ max
{

eλ1s
,eλ2s

}

şi

max
{

eλ1s
,eλ2s

}

≤
3

√

(

1+λ 2
1

)(

1+λ 2
2

)

|λ1 −λ2|
· Cmax

Cmin

·max
{

eλ1t
,eλ2t

}

.

Demonstraţie. Folosim inegalităţile (A.9), (A.10) şi (A.7).

Justificarea s-a ı̂ncheiat. ⊓⊔

La fel ca ı̂n cadrul Lemei A.2, am dovedit că există numărul S = S(t) pentru care

să aibă loc limitarea (A.3).

Conform (A.4), unde ξi = ξi (λi) şi i ∈ {1,2}, realizăm că

r(t)− r(s) = C1

(

eλ1t − eλ1s
)

u1 +C2

(

eλ2t − eλ2s
)

u2

= C1eλ1t
[

1− eλ1(s−t)
]

u1 +C2eλ2t
[

1− eλ2(s−t)
]

u2

= C1eλ1t ·λ1eλ1ξ1(t − s) ·u1 +C2eλ2t ·λ2eλ2ξ2(t − s) ·u2

= (t − s) ·C1λ1eλ1(t+ξ1) ·
[

u1 +
C2λ2

C1λ1

eλ2(t+ξ2)−λ1(t+ξ1) ·u2

]

,

respectiv, via (A.8),
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|r(t)− r(s)| ≥ |t − s| · |C1λ1| · e−|λ1|·(2|t|+S(t)) · |λ1 −λ2|
√

1+λ 2
2

.

În concluzie,

L(t) =

√

1+λ 2
2

|C1λ1 (λ1 −λ2)|
e|λ1|(2|t|+S(t))

, δ (t) ∈
(

0,
r(t)

2

]

, t ∈ R.

Estimarea (A.1) ı̂şi păstrează valabilitatea ı̂n alte două situaţii: când (trace > 0,

det > 0, discr > 0) şi ı̂n contextul Subsecţiunii 2.2.5.
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România, Bucureşti (1981)
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traiectoria, 60

transformarea punctuală, 29
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