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Prefata

Prin sistem dinamic intelegem, la prima vedere, un ansamblu de obiecte rigide din
mediul Inconjurdtor macroscopic a caror miscare mecanicd o analizam pe termen
lung, Intr-un mod unitar. O atare intreprindere presupune constructia unui model
matematic al migcdrii, descris printr-un sistem de ecuatii diferentiale ordinare, in
care sunt incluse (doar) acele caracteristici (ale miscarii) pe care dorim sd le inves-
tigdm. Categoric, modelul matematic poate exprima, prin modificarea parametrilor
sdi, si alte tipuri de evolutie, sprijinindu-se pe diverse genuri de ecuatii (cu deri-
vate partiale, aleatoare, cu Intarzieri, s.a.m.d.). Astfel, ne putem ocupa de migcarea
electronilor, invizibild in mod direct, ceea ce nu ne Impiedicd deloc sa proiectim
varii consumatori de energie electricd, respectiv preocupa de interactiunile sociale,
de ciclurile economice, de circulatia vestilor proaste si de multe altele. Toate acestea
gratie unui model matematic matur, cu parametri bine alesi. Cum migcarea mecani-
cd pare (cea) mai usor de imaginat, terminologia mecanicii (punctul curent al curbei
plane este o particuld s.a.m.d.) a fost imprumutatd de textele referitoare la sisteme
dinamice.

Aproape oricare volum in care se discutd despre sisteme dinamice continue (in
cazul de fatd) contine o multime de desene sofisticate despre care aflim, adesea,
cd provin din simuldri pe calculator. Cititorul atent al volumului se va Intreba in-
variabil, de Tndatd ce se va fi obignuit cu demonstratiile carora desenele Tn cauza
le ilustreaza subtilitétile, cum pot fi fdcute astfel de reprezentdri grafice ale trecerii
timpului si de unde stim cd ele sunt corecte si nu produsul (prea) artistic al unei
imaginatii greu de oprit. Am raspuns, pe scurt, servindu-ne de Python si de SVG.

Paginile care urmeazd contin demonstratii detaliate, bazate pe cunostinte uzua-
le de calcul diferential si integral, de algebrd liniard si de geometrie diferentiald a
curbelor. Acestea le vor fi familiare tuturor studentilor de la stiinfe exacte ori de la
stiinte ingineresti. Cu cateva exceptii, datorate ideii de pregétire pentru lecturile ul-
terioare despre sisteme dinamice a cititorului lor (vezi referirea la mulfimi anumite
din planul fazelor cu titulatura de varietdti), terminologia a fost limitatd la strictul
necesar. in plus, anumite constructe matematice complicate (exponentiala unei ma-
trice), a cdror justificare teoretica nu este necesara pentru lucrul practic cu sistemele
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viii Prefata

dinamice modelate prin ecuatii diferentiale liniare, au fost inlocuite cu obiecte ale
calculului matriceal, aflate la Tndemana studentilor din primii ani de licenta.

Portretul orbitelor — sau desenul alurii traiectoriilor de fazd ori, invechit, dispo-
zitia curbelor integrale in plan [11, pag. 255] — este realizat fdrd aducerea prelimi-
nard a matricei sistemului diferential la forma canonicd (Jordan). Aceasta pentru a
evita discutia despre cum influenteazd transformadrile punctuale ale planului orbitele
sistemului dinamic (cum sau dacd se altereaza valorile curburii ori cdnd se schimba
semnul ei s.a.m.d.). In plus, trebuie si ne obisnuim cu forma intalniti in practici a
portretului si nu cu imaginea de vitrind a acestuia.

Portiuni ale lucrérii de fatd au fost prezentate studentilor Universitétii din Craio-
va, de la specializarea matematicd informaticd, participanti la cursurile EDI (Ecuatii
diferentiale I) si SD (Sisteme dinamice).

Craiova, [March 31, 2026] 0.G.M.
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Capitolul 1

Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare, liniare si
omogene

1.1 Cazul ecuatiilor de ordinul I cu coeficienti constanti.
Rezolvari in corpul R

Fie sistemul diferential scris in formd normald [11, pag. 9]

W' (t) =a-u(t)+b-v(t),
{V/(t) =c-u(t)+d-v(r), teR, (1.1

cu matricea coeficienfilor

A= (Z Z) € 5(R). (1.2)

Prin solutie a acestui sistem Intelegem o pereche de functii u,v: R — R ale cdrei
componente u si v au derivate continue de orice ordin natural (u, v € C, k € N) si
satisfac Tn mod identic ecuatiile (1.1) pe intreg domeniul de definitie.

Pentru simplitate, sistemul este prezentat adesea In formd matriceald [11, pag.
192] si lipsit de argumentul ¢ al functiilor:

(4)=a-(2). rem

1.1.1 Extinderea la C>

Uneori, féra a utiliza notatii speciale, vom considera ca o anumita solutie a siste-
mului diferential ia valori complexe — la fiecare din componentele sale —. Aceasta
pentru cd admitem valabilitatea urmitoarei identitati:

(W' (t) =) % [(Reu)(t) +i- (Imu)(t)] = (Rew) (¢) +i-(Imu)'(t), tER,



2 1 Sisteme liniare si omogene

unde (Reu)(t), (Imu)(z) desemneazd partea reald, respectiv partea imaginard a
numirului u(t) € Csi i? = —1.
Pe baza ei, matriceal, putem scrie cd

Deoarece

u(t)\ [ (Reu)(t) . ((Imu)(t)
4 (v(t)) =4 ((Rev)(t) AL vy )
deducem ci solutia' (u,v)7 ale cirei componente iau valori complexe se afld intr-o
corespondenta biunivoci cu o pereche de solutii ale sistemului (1.1):

Reu Imu
Rev )’ Imv )~
Astfel, avem de rezolvat un sistem diferential, liniar si omogen, cu patru ecuatii
si patru necunoscute — 4 x 4 — pe care 1l prezentdm pe blocuri, adicd

Reu\\’ A (00 Reu

Rev B 00 Rev

Imu o 00 4 Imu

Imv 00 Imv
u(t)

Deci, a cduta solutiile (r € R) — N (t)> € C? inseamni a rezolva simultan doui

sisteme (1.1) care pot fi tratate independent unul de celdlalt.
In particular, orice solutie reald a sistemului diferential poate fi considerati drept
partea reald a unei solutii complexe [2, pag. 144]:

(5) =%l () (o))

1.1.2 Analiza sistemului (1.1)

Lema 1.1. Fie A € R o valoare proprie simpli [9, pag. 35] a matricei A si <l‘i) eR’?

un vector propriu corespunzdndu-i lui A. Atunci, functiile

! Cu indicele plasat superior «/ desemniim franspusa unei matrice.
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verificd sistemul diferential.

Demonstratie. Avem egalititile

o [(u AN T N ANy (U
al\v)| T \etv) T \aetv) = My
A (U 4 (U
—e’A<V>_Ae’ V)

:A.@.

Am utilizat-o pe prima din relatiile fundamentale de calcul

! / ¢ " u(s)ds
u u'(t) / Ul o U
t) = , s)ds = , Lo €ER,
(V) ( ) (Vl(t)> o (V) ( ) < ;Q v(s)ds 0,1
de ajutor la simplificarea scrierii formulelor. Stabilirea acestora — adicd, a calcu-
lului diferential si integral realizat pe componente — se bazeazd pe intrebuintarea

distantei euclidiene in spatiul liniar real R
Justificarea s-a incheiat. 0O

Lema 1.2. Fie A € C\R o valoare proprie a matricei A si (g) € C? un vector

propriu corespunzdndu-i lui A. Atunci, pentru orice C € C, functiile

w\ _ U
(v)_Ce <V>’ teR,

verificd sistemul diferential.

Demonstratie. Introducem numerele reale o, 3, cu B # 0, astfel ca A = a + if3.
Conform formulei lui (L.) Euler,

o)

= [e*(cos Bt +isin Br)]’
= (o +if)-e™(cos Bt +isin ft)
=A-eM.

Odatd cunoscuta valoarea acestei derivate, putem urma pasii de la Lema 1.1.
Justificarea s-a incheiat. O

U
) € C2? un vector

Lema 1.3. Fie A € C\R o valoare proprie a matricei A si (V

propriu corespunzdndu-i lui A. Atunci:

1) <g> € C?\R?;
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2) dacd notdm cu * conjugatul complex al unui numdr (complex), atunci A este

. Lo U . R Ly
valoare proprie a matricei A iar <— este vector propriu corespunzdndu-i lui A;

Vv

() ()

sunt liniar independenti [2, pag. 159] peste corpul R;

T @)

sunt liniar independenti peste corpul C;

5)
U nw (U
At . At .
e <V)_e <_V>’ teR.

Demonstratie. 1) Presupunem cd, prin absurd, (g) € R?. Cum el este vector pro-

3) vectorii

priu, deci nenul, presupunem si ca U # 0.

Au loc relatiile
U . ClU+bV 2
A (v) - (cU+dV) ek

()2 (0)-Gv)

€ R? si, in particular, AU € R. Cum U este nenul, am ajuns la o

respectiv

AU
AV
contradictie: A € R.

2) Relatia A <l‘i) =2 <l‘i) se scrie, cu ecuatii scalare, astfel:

De unde,

{aU—i—bV =AU,

cU+dV = AV,
de unde
aU+bV  =a-U+b-V
:&U:A-U,
c-U+d-V=2LV.
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ca) ) -7(7)

Matriceal, am ajuns la

3) Cum l‘i) € C?\R?, cel putin unul dintre numerele U si V se giseste in C\R.
Introducem expresiile
A =a+if, B#0,
U =U+iU,,
V=Vi+iV,, U Vip€R, U;+Vi>0.
Atunci,
uy (Ui (Us
()= () ()
si
uy (U . U,
)= () ()
respectiv
Uy . U, A Us
A- V)= (a+iB) v +i va

_ U\ (U2 . U U
=)o ()] e G) o2 ()
Egaland intre ele pdrtile reale si, separat, imaginare ale elementelor egalitdtii

U Uy .
A- <V> =2 <V),ajungem la:
U\ _ U\ p(U2
1) =)o ()
U, . U U
A=) o)
. - U, Ui .
Presupunem cd, prin absurd, existd Y € R cu v, =7V v # 0. Folosim
2 1

notagia2 0y := <O

O) . De unde,

2 Intrebuinim operatorul morsd := la definiri de obiecte matematice: nume := valoare. Astfel,
unui nume i se atribuie o valoare.
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a(y) =e-pn-(3).
y-A (511) = (ay+B)- (lél)

Conform primei ecuatii din (1.3), matricea A admite valoarea proprie o — 7.
Am ajuns la o contradictie: A posedd, deja, valorile proprii nereale A, A.

(1.3)

A mai rdmas de eliminat situatia cand = 031 — adicd, vectorul propriu

Ui
Vi
U . . . U U .
<V> ar fi pur imaginar —. Egalitatea A - <V> =1 <V) devine

iA (%) = (-B+ia) (%) :

de unde S (‘liz) = 031. Din nou, o contradictie.
2
4) Si presupunem cd existd C € C\{0} cu proprietatea cd W := (—) =C-

<g> , W € C2. Au loc egalititile

si

Cum W =# 031, am ajuns la o contradictie: A = A.
5) Sunt valabile relatiile:

M — e (cos Bt +isin ft) = e* (cos Bt —isin Bt)

= e [cos ((—B)r) +isin ((~B)1)]
— et (i) = gla—ip)

=eM.

Justificarea s-a incheiat. 0O

Demonstratiile urmatoarelor doud leme nu sunt necesare pentru a intelege calcu-
lele din materialul de fati.
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Lema 1.4. (Estimarea lui R. Bellman) Dacd functiile (3) sunt o solutie a sistemu-

lui diferential (1.1), atunci are loc inegalitatea:
ju(®)] + V()] < ([u(O)] + (0)]) - el PRI M p e . (1.4)
Demonstratie. Justificarea este realizatd la Teorema 1.2. O

Aceastd estimare a lui (R.) Bellman permite o solutionare rapidd a asa-numitei
chestiuni a unicitdtii.

Lema 1.5. (Chestiunea unicititii) Fie to € R §i (ug,vo)” € R? oarecare. Atunci, sis-

temul diferential (1.1) admite cel mult o solutie ’: cu proprietatea cd

u(t()) _ (U0
V(l‘o) vo/) '
Demonstratie. Justificarea se realizeaza la Teorema 1.3. O

Este ugor de intuit la ce serveste chestiunea unicitdtii: atunci cand gisim, printr-
un truc oarecare, o solutie a sistemului diferential care si verifice (si) o datd impusd
de o anumitd problemad, chestiunea unicitdtii ne asigurd cd solutia gasitd este singura
posibila.

Lema 1.6. Dacd A, # A sunt valorile proprii reale ale matricei A iar (Uy,V;)" si

(UZ,VZ)T, din R?, sunt vectori proprii corespunzandu-le lui Ay, respectiv lui Ay,

atunci sunt adevdte afirmatiile:

1) vectorii { (l‘jl) , (l‘?) } reprezintd o bazi a spatiului liniar R* peste corpul R;
1 2

2) solutia generald [11, pag. 13] a sistemului diferential are formula

u — . l]l Ul . 1,2[ UZ
(v> Ci-e (V1)+C2 e (V2 , tER,

Demonstratie. 1) Folosim tehnica de la Lema 1.3, punctul 4).
2) Conform Lemei 1.1, toate aceste formule verifica sistemul diferential. Pentru
a dovedi cd nu existd alte solutii, introducem data impusd

{u0) e

unde Cip € R.

U .
unde <VO) € R2 este fixat arbitrar.
0

Atunci,
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u 0]
(5 o= ()
— . ;Lll Ul . lzt U2
e (i) rere ()
_ (Ui U\ (G
- ViV, G )
Deoarece coloanele matricei sistemului algebric
Ur Uz (Ci) _ (uo
V1 Vz Cz o Vo

formeazd o bazd a spatiului liniar real R2, sistemul algebric este cramerian, ceea ce
ne conduce la

G\ _ (U Uy ! up\ 1 V, =Up [ uo
G Vi V» Vo UV, —UVy \=V1 U, vo) '
Chestiunea unicitdtii ne asigurd cd acestea sunt singurele solutii care pot verifica

datele impuse.
Justificarea s-a incheiat. 0O

t=0

U 2

€ C?\R?
v \
este un vector propriu corespunzdtor ei, atunci toate functiile de forma

u\ _~ (U At U
<v>—C1€ (V)+C2€ <V), teR,

unde C 5 € C, sunt solutii complexe ale sistemului diferential.

Lema 1.7. Dacd A € C\R este o valoare proprie a matricei A iar

Demonstratie. Folosim Lema 1.2 si observatia cd suma a doud solutii ale sistemului
(1.1) este tot o solutie a sistemului respectiv. O

Lema 1.8. Introducem expresiile
Ci,=D|+iD;,, U=U+il,, V=Vi+iV,, A=oa+ip,

unde Dy 2, Uy 2, V12, &, B € R. Atunci, este valabild formula:

Cp- e U _ put (DU, — DyUy) (=D Uy — DyUy)
Vv (D1\Vi — DyVy) (=D1Va—DyVy)

. ( (DU + DyUy) (DU — DyU,) cos 3t
T ((D1VQ+D2V1) (D1V) —DyV,) >} (sinﬁt) ’

Demonstratie. Prin Inlocuirea expresiilor, avem
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U - Uy +iU

At N7, 1 2

e (V) =e¥ (cos Bt +isin Br) <V1+in)
_eu (Ui cos Bt — Uy sin Bt) + i (U sin Br + U cos Bit)
- (Vicos Bt — Vasin Bt) + i (V) sin Bt 4- V5 cos Bt)

at U, -U, Uy Uy COSﬂl‘
=e +1 . .
Vi =V, Vo Vi sin Bt
Justificarea s-a Incheiat. O
Lema 1.9. [n ipotezele Lemei 1.7, dacd alegem
CZ = C_lu Cl € (Ca
atunci obtinem toate formulele solutiilor cu valori reale ale sistemului diferential.

Demonstratie. Conform Lemei 1.3, punctul 5), formula

() -cer () o3

devine
( ) Ciet (g) +Cy-eM (l‘i)
— Gy (g) +Cr- e (l‘f)
= CreM ( ) +CreM (l‘i)

o (0]

— Dt DU, — DUy, —D U, — DUy \ (cos Bt
DV, —D,V, —D|V,— D,V sinﬁt

Ultima expresie are valori in R? pentru orice t € R si verifici sistemul diferen-
tial.
La fel ca la Lema 1.6, introducem data impusa

(b)o=()

unde (up,vo)" € R? este fixat arbitrar.
Avem

20 DU, — DU, —DU, — DU, COSBZ‘
DV, —D,V, —D|V,—D,V; sinﬁt

- b
=0 Yo
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de unde
DUy —DyUp = 7,
{D1V1 —DyV, =3
si

Uy -Ux\ (D1 _ 7
) @)= (3) .

Aici, coloanele matricei sistemului algebric de ecuatii Tn necunoscutele D si D;

sunt vectorii
U U
{re(v)m ()

Conform punctului 3) al Lemei 1.3, ei sunt liniar independenti In spatiul vectorial
R? peste corpul R, deci sistemul (1.5) este cramerian.

Asadar, dacd A € C\R este valoare proprie a matricei A iar (g) € C?\R?

este un vector propriu corespunzdndu-i lui A, atunci solutia generald a sistemului

diferential are expresia
Re {c-e’“- <g)] , tER,

unde C = C) +iC, € C iar constantele® reale C) si Cy ne vor da, prin particularizare,
toate solutiile posibile [2, pag. 164].
Justificarea s-a Incheiat. O

Exercitiul 1.1. Fie A € R valoarea proprie dublid a matricei A. Dacd multiplici-
tatea sa geometricd, adici dimensiunea subspatiului vectorial real al lui R? format
din vectorii proprii corespunzandu-i lui A, este doi, atunci si se rezolve sistemul
diferential (1.1).

Solutia exercitiului 1.1. Deoarece dimensiunea spatiului liniar real R? este tot doi,
deducem ci tofi vectorii din R? ii sunt vectori proprii, corespunzandu-i lui A, ma-

tricei A. Adica,
U U
a(v)=+()

pentru orice (U,V)T € R2.

3 Ele sunt aga-numitele constante de integrare.
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Introducénd in relatie valorile <l‘i) = <(1)>, respectiv <l‘i) = (?), obtinem*

ca
A0
A= (19) -an

Sistemul diferential a devenit
u' = Au,
V=2
Cele dous ecuatii ale sale se pot rezolva® in mod separat:

u(t) =CreM, v(t) =G, 1eR,

unde C; » € R sunt constantele de integrare. Vectorial, am obtinut o formuld asemi-
ndtoare celei de la Lema 1.6, si anume

Solutia s-a Incheiat. O

Exercitiul 1.2. (Matrice cu defect) Fie A € R valoarea proprie dubld a matricei A si
sd presupunem cd multiplicitatea ei geometricd este unu. Atunci,

(A=A L) =0,.

Solutia exercitiului 1.2. Ecuatia caracteristicd [9, pp. 29, 36] pe care o verifici A
are expresia det (A —z- ) =0, unde z € C, ceea ce se rescrie drept

Z—(a+d) 7+ (ad—bc) =0,
adicd
2> —trace(A) - z+det(A) = 0.

Aici, trace(A) := a + d desemneazi urma® matricei A iar det(A) := ad — bc deter-
minantul acesteia.

Dat fiind ci A este ridicina dubli a ecuatiei in z, discriminantul ecuatiei se anu-
leaza:

00
5 3 X H H At d e A —
Observdm cd prima ecuatie se rescrie drept e*' - - [u(t) e ] =0.

4 Folosim notatiile tipice: I := <(1) (1)> , respectiv Oy 1= <O O).

6 in englezeste, trace.
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A, := [trace(A)]* — 4 - det(A) = 0,
trace(A)

de unde det(A) = } [trace(A)]?, respectiv A = >
Desfacand parantezele, avem

(A—AL)? =A2—20A+ A2
= A? —trace(A)A + wh
= A? —trace(A)A + det(A) L.

Conform teoremei Hamilton-Cayley, matricea A 1si verificd ecuatia caracteristi-

ci:
A% trace(A)-A+det(A) - L, = O,.

Solutia s-a Incheiat. 0O

Lema 1.10. In contextul Exercitiului 1.2, existd <‘(iz> € R\ {021} astfel ca
2

(A—AL) (%) # O21. (1.6)

Atunci,
1) vectorul

ii este vector propriu, corespunzdndu-i lui A, matricei A;

2) vectorii
Uy U,
Vi) \WV,

sunt liniar independenti peste corpul R.

Demonstratie. 2) Deoarece spatiul vectorial real al vectorilor proprii corespun-
U,
%)
propriu matricei A, adicd un vector pentru care sd aibd loc (1.6).

Presupunem ci, prin absurd, ar exista C € R\{0} astfel incat

()= (3)

_c.@j).

zandu-i lui A are dimensiunea unu, existd € R?\ {0y} care si nu ii fie vector

De aici ar rezulta ci
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U
A= @+0nl (1) =on

adicd A 4+ C # A i-ar fi valoare proprie matricei A. Am ajunge, evident, la o contra-
dictie.
1) Conform Exercitiului 1.2,

U ~ . .
Cum <V1) # 0,1, el i este vector propriu matricei A.
1

Asadar, dacd (A — A1) (l‘iz> # 0,1, atunci vectorii
2

1) - (i2)}

formeazd o bazd a spatiului liniar R? peste corpul R.
Justificarea s-a Incheiat. O

Lema 1.11. In contextul Lemei 1.10, functiile

()= [(2) e () ven

alcdtuiesc o solutie a sistemului diferential.

Demonstratie. Sunt valabile relatiile

(Z)/m -

|
>
(¢}
>
| —|
7N
S
N————
+
7N
==
N———

Justificarea s-a incheiat. 0O
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Lema 1.12. Solutia generald a sistemului diferential, in contextul Exercitiului 1.2
— adicd, al matricei A cu defect —, este

w\ _~ (U | (U2 Ui
(e (e () ()] o

unde C15 € R.

Ui

v ) este vector propriu al matricei A, deci,
1

Demonstratie. Conform Lemei 1.10, <

lafelcalalLemal.l,

oo ()] =ae 2 (7)) =eea )
e (8]

De asemeni, conform Lemei 1.11,

fe () - GOI} =2-{e [(2) (W]}

Cum suma a doud solutii ale sistemului (1.1) 1i este ea-insési solutie, deducem ca
toate functiile p)cu formula din enunt verifica sistemul diferential.

Pe baza Lemei 1.5, introducem data impusa

(Go-(3) e

fixata arbitrar.
Atunci,

R%
ViVa
sistemul algebric in necunoscutele C; si C, exprimat de relatia

() (E)= ()

Conform Lemei 1.10, punctul 2), matricea ) este nesingulard, astfel ca

este cramerian.



1.1 Cazul ecuatiilor de ordinul I cu coeficienti constanti. Rezolvari in corpul R 15

Observdm cd solutia generald poate fi reorganizatd drept

uy _ A (Ul A (U2
<v> = (Cl +C2t)e <V1> + Ce <V2) ,

adicd cu componente de forma polinom de gradul intdi in ¢ ori exponentiald /9, pag.
32].
Justificarea s-a incheiat. 0O

Exercitiul 1.3. Fie a, b, ¢, d € R astfel incét (a — cZ)2 +4bc=0sib-c# 0. Atunci,
sd se arate ca:
1) matricea A are valoarea proprie dubli A = %’;

1
2) vectorul ( da) 1i este vector propriu matricei A;

) (V)

o \'2
3) vectorii
sunt liniar independenti peste corpul R.

2
Solutia exercitiului 1.3. /) Remarcim ci det(A) = M%.
2) Prima relatie din enung se rescrie ca % = azfd. De aici rezultd ca

(M) LY (9t ) atdf !
cd)\tt) " \ewa-25) "2 \2)

3) Observam cd matricea ale carei coloane sunt date de componentele celor doi
vectori are determinantul %. Astfel, orice combinatie liniard nuld, cu coeficienti re-
ali, a celor doi vectori ne va conduce la un sistem cramerian liniar i omogen. De
unde va rezulta cd nu putem avea decat coeficienti nuli pentru combinatia liniard
nuld in cauza.

Dubla egalitate

ad p 1 o4y 1 (]

1i este echivalentd punctului /) de la Lema 1.10.
Solutia s-a Incheiat. 0O

Exercitiul 1.4. Rezolvati sistemul diferential

Vo= —u.

{u’ =2u+v,
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Solutia exercitiului 1.4. Observiam ca sunt indeplinite ipotezele Exercitiului 1.3,
21
-10
agadar, aplica Lema 1.12 folosind vectorii de la punctul 3) al Exercitiului 1.3.
Pe de altd parte, plecind de la concluzia ci formulele u(t), v(z) trebuie sd aiba
forma unui polinom de gradul intdi in # Tnmultit cu e, pornim pe o scurtciturd’:
cdutdm solutii exprimate ca

u\ _(ar+bit At .
(v)_(az—l-bzt) e, A=l
unde aip, bl,z eR.

Egaland coeficientii corespunzdtori ai polinoamelor de gradul intdi formate,
ajungem la relatiile

respectiv cd matricea sistemului, A = , este o matrice cu defect. Putem,

ay+ax = by,
bi+by, =0.

Introducem cele doud constante de integrare: by = C1,a; = G, unde Cp € R, si
obtinem solutiile:

u(t) = (Co+Cir)e', v(t)=(Ci—C—Ct)e!, teR.
Solutia s-a Incheiat. O

Exercitiul 1.5. Fie z € C si matricea

01
- (00)
Atunci, dacid z # 0,

1) matricea M admite valorile proprii A; = £z cérora le corespund vectorii proprii

U\ (1 . .
(Vi) = (iz>,undez€{1,2},

2) sunt valabile identitatile
x(t) e e
X(t) ze¥ —ze ¥ =2z [x'(t) - x(t)], t€R,

x// (t) Z2 e ZZefzt

respectiv

{efzzz [eztx(t)]/}’ e ? [x”(t) _sz(t)] , teR,

unde x : R — R este o functie de doui ori continuu diferentiabilid — x € C*—, si,
daciz =0,

7 Cunoscuti sub numele de metoda coeficientilor nedeterminati.
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3) matricea M este cu defect iar, in contextul Lemei 1.10,

ury (1 U\ _ (0
Vi) \0)’ Vo) \1)°
Solutia exercitiului 1.5. 2) Dezvoltdm determinantul dupd prima coloana.

Solutia s-a Incheiat. O

Exercitiul 1.6. (Ecuatia X" + A -x = 0) Fie A € R si ecuatia diferentiald ordinari,
liniard si omogend,

() +A-x(t)=0, teR.

Atunci, solutia sa generald are urmétoarea expresie:
1) daci A = —@? si @ > 0 este fixat arbitrar,

Ci-e”"+Ce™, teR,
2) daci A = @? si ® > 0 este fixat arbitrar,
Ci-cos(wt)+Cy-sin(wt), teR,
3)dacaA =0,
Ci+C-t, teR,
unde Cy» € R.

Solutia exercitiului 1.6. /) Folosim Exercitiul 1.5, punctul /), cu z = @ si Lema
1.6, punctul 2).
2) Folosim Exercitiul 1.5, punctul /), cu z =i® si Lema 1.9.
3) Pentru completitudine, putem folosi Exercitiul 1.5, punctul 3) i Lema 1.12.
Solutia s-a Incheiat. O

1.2 Intervalul lui W. Fite. Estimarea lui R. Bellman. Chestiunea
unicitatii

Rezultatele din aceastd sectiune sunt considerate de pionierat in studiile privi-
toare la ecuatiile diferentiale ordinare. Astfel, ele se regédsesc 1n teoria stabilitatii
[4], teoria oscilatiilor [1], s.a.m.d. Demonstratiile lor se bazeaza pe aceeasi tehnicd
de calcul.

Teorema 1.1. (Intervalul lui W. Fite [8]) Dacd matricea A este nenuld, dacd functiile

u . . . . . . . ; T
<v> sunt o solutie a sistemului diferential (1.1) si nu sunt identic nule si dacd existd
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fo £t € (A,B), unde (A, B) este un subinterval mirginit al lui R, cu proprietatea cd
u(ty) =v(t1) = 0, atunci are loc inegalitatea:

1
B—-A> .
lal +1b] + |c[ +|d|

Demonstratie. Fixdm numdirul ¢ € [fy, B]. Atunci, conform reoremei Leibniz-New-
ton,

Jiul(s)ds = J [a-us) +b-v(s)ds
— u(t) - ulto) = u).

Aplicand inegalitatea triunghiului, deducem cd
lu(®)] < J llal - [u(s)[+ |5l - v(s)[1ds < [ (lal + [B])- (|u(s)| +[v(s)]) ds
< Jiy (al +[BD ds - ([lullee + IV]lee) = (t = 10) - (lal + [B1) (l|te]lcc +[|v]]c)
< (B=A) (lal+[b]) ([l + [V]])
unde [lufl:= sup |u(q)l.

q€[A,B]
La fel, dacd fixdm ¢ € [A, (], ajungem la inegalitatea

< (B=A)(lal+ [b]) (uelleo + Vi) -

u(t)| = ‘—/tt‘) i (s)ds

Data fiind continuitatea functiei u, deducem ca existd (cel putin) un numér gg €
[A, B] astfel incét

[[ullee = max |u(g)| = |u(qo)l
q

< (B—24) (Jal +5]) (lulloo+ [IV]]-)-
in acelagi fel, stabilim valabilitatea estimérii:
[Vl < (B—=A) (le] +[d]) ([uelleo + [[V]]<) -
Apoi, prin sumarea ultimelor doud inegalitdti, ajungem la
[[ulleo + [[V]]eo < (B —=A) (la] + ] + [e] + [d]) - ([[ulleo + [[V]]<o) ,
de unde, tinand seama c& ||ut|o + ||| > 0, concludem:
1< (B—A)(lal +[b[+[c| +|d]).

Justificarea s-a incheiat. 0O
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Teorema 1.2. ([4]) Dacd functiile <Z> sunt o solutie a sistemului diferential (1.1),

atunci are loc inegalitatea:
ju(®)] + V()] < ([u(0)] + (0)]) - el PRI Y p e .
Demonstratie. Fixdm numarul ¢ > 0. La fel ca la Teorema 1.1,
o' (s)ds = u(t) —u(0)
= Jola-u(s)+b-v(s))ds,
Jav/()ds = v(r) = v(0)
= [y [c-u(s)+d-v(s)]ds.
Aplicand inegalitatea triunghiului, avem
()] < |u()|+ fg llal - |u(s)| + [B] - [v(s)[] ds
[u(0)|+ Jo (lal + [B]) - [lu(s)| + [v(s)[] ds,
)
)

IN

[+ Jo llel - lu(s)] =+ 1d] - [v(s)]] s
[+ Jo (el +1dl) - [Ju(s)| +v(s)[] ds.

v(®)]

IN

v(0
(

IN

[v(0
De aici,
u(t)] + [v(1)] < |u(0)]+ [v(0)[ + fo (la| + [b] +[e] +-|d]) - [|u(s) |+ [v(s)[] ds.

Cum ¢ este un numar oarecare, deducem ca am ajuns la urmitoarea inegalitate
[4, pag. 35, Lemma 1]:

W) <WO+ [ C-W(s)ds, g0, (1.7

unde W(q) := |u(q)| + |v(q)| si C := |a| +|b| + |c| +|d|. In particular, pentru C = 0,
aceasta este chiar inegalitatea din enunt;:

(@) + V(@)] < [u(0)|+ V(0)] = [[u(0) |+ [v(0)] €™, ¢ >0.

Addugam ipoteza temporard C > 0. Observam cd inegalitatea (1.7) se rescrie
dupd cum urmeaza:

W(g)—C- [IW(s)ds = €9 & [e=C. [AW (s)ds]

<W(0), ¢g=>0.

Pe baza teoremei Leibniz-Newton,
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o & e S [ W(s)ds] dg =e - [y W (s)ds

<W(0)- fe Cadg =W (0)- =2

De aici,

respectiv

W(t) <W(0)+C- [y W(s)ds
)+ W(0)- (e —1)
).eCt'

Sd fixdm acum numdrul 7 < 0 si sa renuntdm la ipoteza temporard. Urmétoarea
schimbare de variabile

u(q) =U(s),
v(g) =V(s), ¢<0, (1.8)
S(q) = —q,

ne conduce la relatiile

M (q) = —45 (s(a)),
P q) =25 (s(a))-

Sistemul diferential (1.1) se rescrie astfel:

dU(5) = (—a)-U(s)+ (=b) - V(s),
W . s>0. (1.9)

Aplicand concluzia primei parti a demonstratiei, avem

()] + @) = [U ()] + [V (s(1))]

[U(s)|+[V(s)]
[|U(0)]+ [V (0)|] - e (I=al+=bl+=cl+]=d])
[[#(0)] + [v(0)]] - eltl-lal+IPl+lel+id]),

IA -l

Justificarea s-a incheiat. 0O

Teorema 1.3. Fie ty € R i (uo, vo)T € R? oarecare. Atunci, sistemul diferential (1.1)

; . (u . .
admite cel mult o solutie <v cu proprietatea cd

() = ()
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Demonstratie. Schimbarea de variabile

u(t) =U(s),
v(t) =V(s), t€eR,
s(t) =1 —1,

ne conduce la problema Cauchy [11, pag. 83]

21

(1.10)

Sa presupunem cd problema (1.10) ar admite doud solutii (g’) ,unde i€ {1,2}.
1

Atunci, diferenta celor doua solutii, notatd cu W := (l‘iz N gl) [11, pag. 159], ar
2— V]
verifica problema
D (s) =a-Wi(s)+b-Wals),
G(s) =cWils)+d-Was), (.
Wl (O) - 07
W,(0) =0,

_ (W
unde W = (Wz) .

Conform Teoremei 1.2, solutia W ar trebui si fie identic nuld: W (s) = Oy pentru

orice numir real s.
Justificarea s-a incheiat. 0O






Capitolul 2

Orbite in planul fazelor pentru ecuatia
diferentiala, liniara si omogena, de ordinul al
doilea

2.1 Grupul de transformari uniparametric al sistemului (1.1)

ab

{i atasim matricei A =
3 <c d

> € > (R), a coeficientilor sistemului diferential
(1.1), marimile

trace ;= a+d,
det := ad — bc,
discr := trace’ — 4 - det = (a —d)2+4bc,

Ele desemneazd urma, determinantul si discriminantul matricei. Vezi pagina 11.
Valorile proprii ale matricei, A, », nu neapdrat distincte, sunt date de formulele

1
Air= 3 (tracej: vdiscr) , diser >0,
respectiv

Air= (tracej: iV —discr) , discr <0.

N =

Astfel,

A+ Ay =trace, A;-Ay=det, (A;— lz)z = discr.

2.1.1 Formulele solufiei generale a sistemului (1.1)

Daci valorile proprii sunt reale §i distincte, atunci solutia generald are expresia

23
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<”Et)) =Gt + e my, tER, 2.1

v(t)
= ((eMm) (M m)) (g) ,

unde C; > € R reprezintd constantele de integrare $i 1 5 € IR? vectori proprii liniar
independenti peste corpul R ai matricei A. Vezi Lema 1.6, punctul 2).

Daci valorile proprii sunt egale, A := A = A,, iar matricea A nu are defect,
atunci solutia generald are expresia

(u(t)> = Cle}u “Up +C26M ‘up, Cip€R, 2.2)
_ C
= elt . (I,[l uz) (C;) 5

unde ; = (é) , Uy = (?) Vezi Exercitiul 1.1.

Daca valorile proprii sunt egale, cu valoarea comuni A, iar matricea A are defect,
atunci solutia generald are expresia

(u(t)> = (C1+Cr)e - u + 0w, CipeR, 23)

=M. (@ (t-7 +)) (g) :

unde %, € R? sunt vectori liniar independenti peste corpul R. Vezi Lema 1.12.
Aici, doar % 1i este vector propriu matricei A!
Daci valorile proprii sunt numere complexe nereale,

A=A =a+if,
A= A =a—if,

unde o, B € R, B # 0, atunci solutia generalid are expresia

u(t)\ _ o ((CU = Cly) (=CUy—CUy) Y\ (cos(Bt)
(V(f)) —° ((ClVl—szz) (—C1V2—C2V1)) (Sin(ﬁf))

= e (C) cos Bt — C, sin fBt) (l‘il) + (=Cacos Bt — Cysin i) (l\iz>
1 2

—cos Bt sin Pt

ot (= = C
= —e%. (141 uz) < sin Br COSﬁl‘) <C2) , Cip€eR. 2.4)

Vezi Lema 1.9.
Aici, vectorii



2.1 Grupul de transformdri uniparametric al sistemului (1.1) 25

_ U\ _ U
) = (V11> U = <v22> eR? (2.5)

sunt liniar independenti peste corpul R, deci matricea

_ _N_ (U Uy
(I/ll uz) = (Vl Vz)
este inversabila.

Extinzand vectorii la elemente din R3, adici

U
u_<U)— V|, UVER,
v 0

observam ci:
1) determinantul matricei (Hl Hg) coincide cu produsul mixt a trei vectori:

U U

det(ﬁl,ﬁz) = "/1 v

= UV, = ViU, = (U, 12, k)
B B 0
:(ﬁlxﬁ2)~k¢0, k=10];
1
2) modulul determinantului acesteia coincide cu modulul produsului vectorial al
celor doi vectori,
|det(ﬁ1,ﬁ2)| = |ﬁ1 X ﬁ2| .

Vezi [23, pp. 230, 232]. In multe situatii, reorganizarea unor expresii matriceale
pe baza calculului vectorial ugureazi dezvoltérile formulelor.

Exercitiul 2.1. (Inversa matricei (1) 1)) Fie vectorii

U, = (12 x Uy) X 1t T, = () X Up) X 1)
i xm i x |

sii=(1,0,0)T,7=(0,1,0)7. Atunci, sunt valabile egalititile:

1)
— Vi-Uyj 1 (v2>
U =—=—2J=
(ul,ug,k) UV, =ViUy \~U2
si
— —V1-Z+U1'7_ 1 (—Vl)_
Uy=——"—Z"-= ;
(ul,uz,k) uv, —vit, U
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2)

3)
(ﬁ o )71 _ 1 ( %3 —Uz) _ m (VZ —Uz)
b UVa=Vi, \-Vi Ui )~ \ golor (—V1 Uh)

—\T
_ ((U ) )
= _ ]
(U2)
Solutia exercitiului 2.1. 3) Astfel, inversa unei matrice 2 x 2 are drept linii vectorii
bazei reciproce [13, pag. 28] a acelei baze a planului euclidian care se formeazd din

coloanele matricei originale.
Solutia s-a Incheiat. 0O

Exercitiul 2.2. (Matricea A cu elemente spectrale impuse)
1) In cazul formulei (2.1),

Ao <()“1U1V2_12V1U2) — (M=) UU, >
UiV, — ViU, (M—=2)ViVa (WU Va—AVil) )

2) In cazul formulei (2.3),

Ao 1 (A (U1, =ViUp) = Ui Vy) Ut
UiV, —viU, _V12 ()v (U1V2—V1U2)+U1V1) ’

3)in cazul formulei (2.4),

o (UiVs — Vi)
| ( 5 (IUIZVI +1U22V2)> B(UE+U3)

T UV, -V, 2,2 a (U Vo, = Vi)
—AiV) (+ﬁ (U1 Vi +UaVa)

A

Solutia exercitiului 2.2. /) intrebuintim relatia
A U U\ (MU U,
ViV, - /11 Vi 7LzV2 ’
2) Plecand de la egalitatea (A — AL,) %, = u;, deducem ci
A U, Uy . )~U1 A«U2+U1
ViV, o AVI AVZ‘FVI .

3) Utilizam relatia
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A U U, _ (alU; — BU,) (aUy+ BUY)
ViV, (aVy—BV2) (aVa+BVy) ) -

Solutia s-a Incheiat. O

2.1.2 Grupul de izomorfisme atasat sistemului (1.1)

Fie ¢ € R, fixat arbitrar. Introducem functia g’ : R* — R? cu formula

u(t

vy — ((40)
8 ('xvy) - (V(t)) ) X,y S Rv
unde (u,v)T reprezinti singura solutie' a sistemului diferential (1.1) pentru care

{v=s

intrebuin;ém expresiile (2.5) ale vectorilor % » care fac parte din formulele solu-
tiei generale.

Astfel, 1n cazul formulelor (2.1) si (2.3), avem urmaitoarele valori pentru cons-
tantele de integrare:

Cy 1 %3 —Uz) (X)
= . 2.6
(C2> UV, =V, <—V1 U y (2.6)
in particular, In cazul formulei (2.2),
C X X
= I . = .
&)==()-C)
in cazul formulei (2.4), obtinem

(&)= awvas (7 ) )
G ) UVL=ViU, \Vi Ui ) \y)’

Drept consecingdi, formula functiei g’ poate fi rescrisi ca

gt(xay):G(t)'(§>7 ta%)’ER,

unde functia matriceali G : R — .#, (R) are o proprietate remarcabild: Lema 2.2.

Lema 2.1. 1) /n cazul formulei (2.1),

1 Vezi chestiunea unicitdtii, adicd Lema 1.5.
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1 <(eMIU1V2—e'12fV1U2) —Ule(er—elzt)) feR

Gt)=———
( ) UV, —ViUs Viva (ell[ — elzt) (elztUl‘/z — el”Vle)

sidet(G(1)) = et
2) In cazul formulei (2.3),

G(1) = et (U\Vy = ViUs — tU V) tU? R
U\Vs — ViU, —tV} (U\Va =ViUy +tU V) ) ’

sidet(G(1)) =M.
3) In cazul formulei (2.4),
eat

- uiv, —vit,

—(U1V1 +UsVy)sin Bt s
( + (U1V2 = ViUz) cos Bt (Ut +U3) sinBr
(U1V1 + UsVy) sin Bt

, teR,
(V2 L U2
(Vi +Vy) sin B ( +(U1V2—V1U2)cosﬁt)

sidet(G(t)) = e*™.

G(1)

Demonstratie. Relatiile se probeazd prin calcul direct.
Justificarea s-a incheiat. O

Observdm cd
det(G(t)) =™ teR,
identitate cunoscutd drept formula lui (J.) Liouville [9, pag. 56].
Lema 2.2. (Proprietatea grupala a lui G [2, pp. 15, 129]) Pentru oricet,s € R,
G(t+s5)=G(t) G(s).
In particular, G(0) = I, i
G ' =G(-1), teR.

Demonstratie. Pastram contextul pargilor /) — 3) de la Lema 2.1 1nsd ne limitdm
doar la calculul® elementelor (G(z) - G(s)),;-
1) Au loc relatiile

(elltUl‘/z — elztlez) (ellSUl‘/z — e’LZSVI Uz)

2 Demonstrarea rapidi a acestei proprietiti se bazeazi pe chestiunea unicititii si pe urmitoarea
caracteristicd a solutiilor unei ecuatii diferentiale ordinare, liniard si omogend, cu coeficienti cons-
tanti: dacd x = x(t),t € R, ii este solutie ecuatiei, atunci si functia t — x(t + constantd) ii va fi
solutie.
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—UUWY, (M — ) (s — )
= ME)2Y2 4 LIV U, Vs [e)“ (i+9) 4 eM(’“)}
- [e’ll(’m Uy Vs — eR 9y, Uz} (UIVs—UsV)) .
2) Sunt valabile egalitdtile

(U\Va = ViUy — tUVy) (Uy Vs — ViUs — sULVY) — tsURVE
= (U1V2 —V1U2)2 — (l‘-l-S) (U1V2 —Vle)Ulvl
=[U1Va = ViU — (t+s) Ui (U V2 = V1 Ua).

3) in sfarsit,

[— (U1V1 + Usz) sin Br + (U1V2 — V1U2)Cosﬂt]

X [— (U1V1 + Usz) sinﬁs—l— (U1V2 — V1U2) COSﬁS]

— (U} +U3) (V4 V3) sinBtsin s

— sinBrsin Bs- [(Ulvl +UWa)? — (UR+U3) (V2 + VZZ)}

— (Vi +UaV2) (U1 Va = ViUa) sin B (t +5)

+ (U1Va — V1Us )? cos Bi cos Bs

= [— (U1V1 + U2V2) sinﬂ(t +S) + (U1V2 — Vle) COSﬁ(t +S)] (U1V2 — Vle) .
Justificarea s-a incheiat. [0

Am construit, asadar, o multime formata din izomorfisme — aplicatii liniare si bi-
jective — ale planului euclidian R?: (g );cr- Aceasta are structurd de grup in raport
cu compunerea functiilor:

gt+s — gt Ogs, l‘, s e R.

Timpul t [2, pag. 14], utilizat la indicierea elementelor g’, constituie parametrul
grupului. Aplicatiile g’ sunt numite si transformdiri punctuale [23, pag. 502] ale lui
R2.

Lema 2.3. (Ecuatia diferentiald a matricelor fundamentale de solutii [11, pag. 172],
[9, pag. 54]) Pentru orice t € R,

d
1G] =A4-G(0)

Demonstragie. Egalitatea se rescrie ca G'(¢) - [G(1)] ' = A. Pentru matricea A folo-
sim expresiile de la Exercitiul 2.2. Apoi, noua relatie se probeazd prin calcul direct.
De asemeni, sunt valabile identititile

% 8" (x,y)] —A- ¢ (x,y)
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= [G'(t) — AG(1)] <§) =0y, VYx,yeR. 2.7)

Introducédnd 1n egalitatea (2.7) valorile (;) S { <(1)> , ((1)) }, stabilim ca fiecare

din coloanele matricei G'(t) — AG(t) contine doar elemente nule.
Justificarea s-a incheiat. O

In concluzie, nu pot scipa neobservate similitudinile dintre proprietitile acestei
aplicatii G si cele ale functiei exponentiale: x — €*, x € R. Prin urmare, in literatura
se foloseste notatia sugestiva

e :=G(t), teR.

Aplicatia matriceald G devine, astfel, functia exponentiald a matricei A. Informal,
exponentiala matricei.

2.1.3 Orbitele sistemului (1.1)

Fie punctul® M = (x,y)T € R, fixat arbitrar. Multimea

O (M) =0(xy):={g (xy)|t €R}

reprezintd o orbitd [2, pag. 24] a sistemului diferential (1.1). Evident, nicio orbitd
nu este vida:

C) =£"(x,y) € O(x,).

Originea O = (0,0)”, a reperului cartezian Oxyt, desemneazi un punct stationar
sau fix, un echilibru [2, pag. 16] ori, prin extensie de limbaj, un punct singular [11,
pag. 247] al sistemului diferential, adicd un punct aflat pe o orbitd constand dintr-un
singur punct: ¢(0,0) = {(0,0)" }.

Lema 2.4. (Disjunctia orbitelor [2, ibid.]) Dacd &(x1,y1) N O (x2,y2) # O pentru
punctele (x;,y;))" € R%, unde i € {1,2}, atunci existd s € R astfel ca

<§§> =g (x1,)1)-

De unde, O (x1,y1) = O(x2,y2).

3 In materialul de fati, geometria se pistreazi in fundal: lucrim, fird si precizim de fiecare dati, in
raport cu reperul cartezian Oxyt, ale cirui axe de coordonate au vectorii directori , J, respectiv k.
in functie de context, perechea de numere reale (x,y)” poate desemna atit un punct M al planului
Oxy cit si un vector liber (geometric) din planul liniar TR?, 7= x-i+y- j [13] [2, pag. 284].
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Demonstrafie. Fie 1), € R cu g' (x1,y1) = g2 (x2,y2). Conform Lemei 2.2, avem

<;§) = (glz)il (8" (x1,1)) = " (x1,%2).

Justificarea s-a incheiat. 0O

Lema 2.5. (Autointersectiile unei orbite) Fie (x,y)” € R%. Dacd aplicatia (t € R)
&' (x,y) nu este injectivd, atunci orbita € (x,y) este compactd (inchisd si mdrginitd)
in topologia euclidiand a planului fazelor.

Demonstratie. Fixdm 11, € R, 11 # tp, cu g1 (x,y) = g”(x,y). Conform Lemei 2.2,

avem
X T
- x? 9
<y) g (x,y)

unde T = max {¢{,f,} —min{t,5,} > 0. Atunci,
O(x,y)={gxy)|1€[0,T]}.
Justificarea s-a incheiat. O

Lema 2.6. (Echilibre netriviale) Dacd punctul M € R*\ {O} are orbita formatd din-
tr-un singur punct, atunci det = 0.

Demonstratie. Utilizam egalitatea multipla:
0 d
(0) = (gt),(xa)’) =5 &' (x,)]
—adty=i6wl(}). M= (7)#on.

Justificarea s-a Incheiat. O

Asadar, planul euclidian este partitionat de orbitele sistemului diferential:
R? = U O(x,y).

()

A face portretul fazelor unui sistem diferential presupune a ilustra, in jurul punc-
telor remarcabile, orbitele acestuia: sunt infitisate formele* caracteristice, acelea
datoritd cérora portretul va fi recunoscut cu ugurina.

In Figura 2.1 sunt reprezentate: un fragment din graficul solutiei

4 1n literaturi se vorbeste si despre aspectul [2, pag. 39] curbelor ori despre alura lor g.a.m.d.



32 2 Ecuatia liniard §i omogend de ordinul al doilea

u\ [ cost\
<V> - (-Sint) =8 (130)5 tGR,

a ecuafiei (liniarizate a) pendulului matematic [2, pag. 60], x”" +x = 0, si cercul for-
mat de proiectia ortogonald a acestui fragment pe planul Oxy, numit planul fazelor
sistemului diferential

Fig. 2.1 Graficul (in portocaliu) si proiectia (in albastru a) acestuia pe planul fazelor pentru solu-
tia (x,x')", a sistemului 2 x 2 echivalent ecuafiei difereniale x” +x = 0, cu data impusi x(0) =
1, X (0) = 0. Solutia a fost calculat pentru ¢ € [0,7.8] ca si i se evidentieze periodicitatea.

Deoarece fragmentul de grafic a fost construit pentru un interval de timp cu lun-
gimea mai mare decat perioada principald a solutiei, proiectia pe planul fazelor
constituie intreaga orbitd generati de data impusd (1,0)7:

0(1,0) =S,
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adicd cercul-unitate. Atunci cand nu este pericol de confuzie, vezi Figura 2.2, ne
vom referi la fragmentele desenate cu apelativul orbite; chiar dacd, in realitate,
acestea sunt nemdrginite, deci nu pot fi ilustrate pe foaia de hartie fard reprezen-
tari complicate [2, pag. 22].

Triunghiurile negre din imagini semnifica sdgefi indicatoare ale sensului de par-
curs [2, pag. 40], adicd ale ordinii in care sunt desenate punctele proiectiei pe masurd
ce trece timpul ¢, dinspre trecutul —oo cdtre viitorul oo [2, pp. 11, 14, 20].

2.2 Ecuatia oscilatorului liniar amortizat

Fie numerele ¢, k € R, fixate arbitrar, pe care le vom numi coeficientii de amor-
tizare $i respectiv de elasticitate ai ecuatiei diferentiale ordinare

X+cx+kx=0, teR. (2.8)

Pe scurt, amortizarea® ¢ si elasticitatea k.

Vom Intrebuinta, fard mentiuni speciale, doud notatii ale derivatei unei functii.
Astfel, derivatele cu puncte — x, X, 7, 7 s.a.m.d. — se referi la derivarea in raport
cu timpul t. Notatia cu prim, adicd u', v" si restul, desemneazi deriviri in raport cu
alte variabile: de exemplu, derivata in raport cu coordonata curbilinie s.

Ecuatia (2.8) se rescrie ca sistem diferential, liniar si omogen, drept

{’f‘y’ =:3 (2.9)
y=—k-x—c-y,

0 1 .
de unde A = (—k —c> , respectiv

trace= —c, det=k, diser = —4k.
In consecinti, ecuatia caracteristicd atagatii ecuatiei (2.8) capitd expresia
A*4+c-A+k=0, A€C, (2.10)

si, observand cd
(eh).- te (GM). _|_ke’“ _ e)Lt . (AZ-FCA,-"-]() ’

deducem formula unei solutii complexe a ecuatiei diferentiale: ¢ — e, 1 e R. Solu-
tia generald reald a ecuatiei (2.8) se construieste, urmand tehnica din primul capitol,
pe baza acestei solutii [9, pag. 29].

5 n englezeste, damping. In literaturi se face uz si de termenul (coeficient de) frecare.
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Exercitiul 2.3. Dacd matricea A a sistemului diferential (2.9) este cu defect, atunci

are loc egalitatea
U\ (U

unde
v\ (1 AN
Vi) \A4)’ V) \1)°
Solutia exercitiului 2.3. Avem det = %, A = e

Solutia s-a Incheiat. 0O

Exercitiul 2.4. Si se arate ca:
1) schimbarea de variabile

transforma sistemul (2.9) in

{X_C-X—i—Y, R

Y = —k-X,

2) este valabila dubla identitate

¥ —c¥ +ky = e (x +cx +kx)' =0.
Solutia exercitiului 2.4. /) Utilizim reorganizarea ecuatiei (2.8) sub forma
(e“;c)' fkoex=0, reR.

Solutia s-a Incheiat. 0O

2.2.1 Cazul trace < 0, det > 0, discr > 0

Reprezentdrile grafice care urmeazd sunt destinate, mai ales, unei realizdri de
mdnd, stilizate. Locul celei de-a doua derivate a unei functii numerice, folositd, a-
tunci cind se construieste graficul [14, pag. 348] functiei in cauzd, pentru stabilirea
intervalelor de concavitate versus convexitate ale acesteia, este luat aici de analiza
curburii cu semn® a fragmentelor de orbiti: incotro coteste orbita, la stinga sau la
dreapta?

6 in englezeste, signed curvature.
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Calculele de pand acum arati ci raza vectoare’ ¥(t) = OM a punctului curent

T
M= (x(t), x (t)) de pe orbiti are formula

F(t) =x(t)-i+y(t)-j
=oat) u+p()m, reR,

— ~u

Fig. 2.2 Portretul fazelor pentru ecuatia diferentiald x” + 3x' 4+ 2x = 0. Aici, trace < 0, det >
0, diser > 0.

unde vectorii {u;, %, } alcdtuiesc o bazd — constantd! —, in general neortogonald,
a planului liniar director TRR?, peste corpul R, al foii de hartie. Cu ajutorul regu-
lii paralelogramului, aplicatd segmentelor orientate din desen, si a unor estimdri
asimptotice imediate vom stabili alura orbitei In vecindtatea echilibrului trivial al
sistemului diferential, O.

7 Vezi Sectiunea 2.3.
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2.2.1.1 Varietati in planul fazelor

Ne intereseazd existenta unor submultimi simple, adicd usor de parametrizat, ale
planului fazelor in care sd se producd urmétorul fenomen: orbita unui punct oareca-
re din submultime sd fie inclusd in submultime iar submulfimea sd contind, incluse,
cel putin doud orbite. Candidatii ideali sunt dreptele si conicele.

Astfel, ne intrebdm dacd existd vreun numdr m € R cu proprietatea cd

O(M)C Aw, VM E Ay,

unde A, = { (x,y)" € R?*| y=m-x}.
Sistemul (2.9) ne conduce la

Xx=y = mx,
y=—kx—cy = —(k+cm)x,

respectiv la

X  =mx,
mx = —(k+cm)x,
de unde
(mz—l—cm—l—k)-x(t) =0, reR.

Concludem cd m € {4 2}. Vezi (2.10).
Introducem solutiile relevante, speculand formula (2.1):

MG = et 1> <x2C2> =C e’lzt-<1) teR
(ylcl) ! (ll T \no 2 A)’ ’

unde C » € R. Evident,

(xici(t))eA;Lﬂﬁ(Ci,liCi), teR, ie{l2}.
ini(t) '

Deoarece valorile proprii Ay < Ay sunt negative, deducem cd solutiile

()
yicr) Jeoso

produc, cu toatele, o singurd orbitd:

oo (mernrn)

Intr-adevir, plecand de la egalitatea
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1 G 1 C
CcyeMT = T:=—In| =
' (Al> <11C2> ’ A (Cl) ’
unde Cj » > 0, stabilim ca

ﬁ(Cl,MCI) n ﬁ(CZ,Aqu) #£0.

Vezi Lema 2 .4.
Orbita &', constituie semidreapta pozitivd a dreptei Ay, . La rndul lor, solutiile

().,
o= {e i) |gecmal

adicd semidreapta negativd a dreptei Ay .
Asadar, avem urmdtoarea partifionare a dreptei Ay, :

determinad orbita:

A)Ll =0_U{0}Uu0y;

aceasta include trei orbite ale ecuatiei diferentiale.

Submultimea A, , a planului fazelor, se numeste varietate diferenfiald ori dife-
rentiabild reald a acestuia. Pe scurt, varietate a planului. Ea are dimensiunea unu.
in Figura 2.2, varietdfile A , sunt colorate in albastru.

Apeland incid o datd la disjunctia orbitelor, deducem ci nicio (altd) orbitd a sis-
temului diferential nu poate intersecta vreuna din varietdile A, , pentru cd aceasta

ar implica fie intersectarea uneia din semidrepte, fie trecerea prin originea O. In con-
secintd, cele doua drepte impart planul in patru sectoare disjuncte doud cate doud,
cu varful in O: patru felii de pizza!

Atunci cand nu este pericol de confuzie si construim portretul fazelor cu ajutorul
unui program de calculator, putem spune cd, pe varietatea A, , se gaseste o infinitate
de “orbite” ale sistemului diferential. Dat fiind cd algoritmul numeric porneste din
puncte diverse ale planului, aceste “orbite” sunt, in realitate, simple fragmente de
orbitd suprapuse in vecinatatea lui O.

2.2.1.2 Alura orbitelor dintr-un sector

Folosim conceptele de cinematicd din Sectiunea 2.3. Astfel, fixdim constantele
de integrare Cy > € R pentru care

Ci-C #0.

Evident, orbita O (x,y), vezi (2.14), este inclusd (doar) intr-unul din sectoare.
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Introducem vectorii 71, 72 € ToR?, unde
_ 1 .
Uieu= . ie{1,2}).
Ai

Desendm, 1n Figura 2.3, vectorul de pozitie al punctului curent de pe orbitd, 7 e
ToR2, unde M = (x(1),y(t))" si F = OM, respectiv un reprezentant v € ToR? al
vectorului-vitezd v al lui M. Cele doud segmente orientate U fac parte din aceeasi
clasi de echipolentd, v(r).

7
)

Fig. 2.3 Regula paralelogramului: descompunerea vectorilor 7, ¥ dupi directiile 7, .

Sunt valabile egalitdtile

C
7= Clellt )+ C_ze(M*AI)I U
1

=CreM [ +0(1)], 1 — +oo, (2.11)

si
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e
U= /'Llclellt [ﬁl + #e(lzill)t -ﬁz]

1€
= MCi1eM [ +o(1)], 1— oo, (2.12)
respectiv
r= Czelzt |:ﬁ2 + ﬂe(llilz)t -HI:|
G
= CeM [y +o(1)], 11— —oo,
si

T = /’LQCQC;W |:ﬁ2 + —i;g; e(llilZ)l -HI:|

= /'LQCQC}W [ +o(1)], t— —co.

Primele doud dezvoltdri asimptotice anterioare, (2.11) si (2.12), ne arata ca, a-
tunci cand ne indepdrtdm in viitor, adicd pentru t — oo, laturile paralele cu 72 ale
celor doud paralelograme din figurd devin infinit de mici In comparatie cu laturile
corespunzdtoare care sunt paralele cu . In consecintd, orbita devine paraleld la
+oo cu varietatea Ay;. Un comportament similar se produce atunci cand ne inde-
pdrtdm in trecut, adica pentru ¢t — —oo: orbita devine paraleld la —oo cu varietatea
Ay,

In plus, cum lim r =0, deducem cd, la indepdrtarea in viitor, particula M va
t—

tinde cdtre origine(;r 0.

Pentru a conclude cd desenele fragmentelor de orbitd din Figura 2.2, realizate cu
ajutorul unor programe de calculator, sunt In concordanti cu predictiile teoretice, a
ramas de raspuns la o singurad intrebare: de unde rezultd cd orbitele nu serpuiesc,
adicd nu au curburi cu semn variabil? Astfel, ne intereseaza valorile curburii cu
semn (2.29).

Au loc urmitoarele egalititi:

X = Clellt —I—Czelzt,
y =x= Clllellt —I—Cz)vzelzt,
y=% = CAfM + CrAZeM,

y:-)-C- _ Clkl:ieﬂ,lt_’_czzgelzl,

X . M A Clellt
<&>‘<kf »z) ot @13

respectiv

si
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2
Xy—xy = (Cl/'klzel‘t +Cgﬁazel2’)
— (Cl kle}“’ + Czlze/lzl) (Cl A«felll + szge/lzl)

= —C1C MM TR (A — 1)
= —C,C; - det - '™’ . discr,

unde t € R.

Formula (2.13) a vectorului-viteza al punctului curent ne conduce la (2.26), adicd
particula M are intotdeauna vitezd pe traiectoria sa.

In Figura 2.2, numerotim in sens trigonometric cele patru sectoare, pornind din
cadranul al I'V-lea al sistemului de referintd Oxy:

M € sectorul I dacd Arx <y < Aqx,

M € sectorul IT dacd max {A,x, Axx} <y,
M € sectorul III dacd A1 x < y < Apx,

M € sectorul IV dacd min{A;x,Axx} > y.

Conform (2.6),

C1 o 1 kzx—y
(c) et (y_ A) @14

de unde

cand M € sectorul I curba coteste la stanga: k;; > 0,
cand M € sectorul II curba coteste la dreapta: k;; < O,
cand M € sectorul III curba coteste la stanga: k;; > 0,
cand M € sectorul IV curba coteste la dreapta: k;; < 0.

in fine, cum avem
d(0(x,y),Ay,) := inf MN
( (x.) )L‘) Meﬁ(x,y),NeAM‘ ‘
p— O’

se poate afirma cd varietatea A, i este mulfime asimptoticd (spafiu asimptotic) la
+oo oricdrei orbite care nu intersecteazd varietdfile A, ,. Cu exceptia orbitei (de-
generate a) originii O, toate celelalte orbite sunt nemarginite §i (curbe) simple. Vezi
Lema 2.5 si Sectiunea A.3.
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2.2.2 Cazul trace < 0, det > 0, discr =0

Aici, valorile proprii sunt egale si negative: A12 = A < 0, iar matricea A are
defect. Vezi Exercitiul 2.3.

Céutdm o varietate a planului fazelor sunt forma unei drepte de coeficient un-
ghiular m si ajungem, la fel ca anterior, la egalitatea

2
<m2+cm+%> x(1) =0, teR,

de unde m = A. Varietatea diferentiali A, este coloratd in albastru in Figura 2.4.

@) €x

Fig. 2.4 Portretul fazelor pentru ecuatia diferentiald x” 4+ 2x' +x = 0. Aici, trace < 0, det >
0, discr = 0.

Are loc partitionarea varietitii ca reuniune a trei orbite:
A, =0_U{0}Uo,,

unde semidreapta negativd este
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{5 (D]}

iar semidreapta pozitivd este

oo~ {o () neosn)

Fixdm constantele de integrare C; > € R astfel incat

C, #0.

G\ _ X
C2 o y— Ax)’
Sunt valabile egalititile

- - (e ()

= (Cl +C2t)em -Uy +C26M “Up

C
— Gl (t-HH—C—;-HH—Hz)

Conform (2.6),

= e (17 +13), (2.15)

respectiv

— a1 At C+CiA
v =Chte (/’L) te (A (2c2+c1/1)>
= Czleh (l‘-ﬁ1 +14)

pentru orice ¢ € R, unde

— 1 _ 0 _ G o_
uy = ()L) y U= (1) ) u3(x7y) = C_; Uyt Uy, (216)
si

e L (Cran \_ 1 e
u4(x,y) = oA (l (2C2+C1)~)) = o [(Cz—l—Cl)L)-ul—FCz)L-uz].

Astfel, cum vectorii t - %1 + 3 4 devin paraleli, atit atunci cand t — oo cit si
atunci cand t — —oo, cu vectorul-director al varietitii A, , u;, deducem ci orice or-
bitd care nu intersecteazd varietatea A) este paraleld cu aceasta atdt in trecutul
indepdrtat cat §i in viitorul indepdrtat.
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Inplus, cum lim r =0, rezultd c&, la indepdrtarea in viitor, particula M va tinde
t—-+too

cdtre originea O.
Pentru a decide semnul curburii, avem

Ci +Cat) e,

x=(

y =x = (C2 +CiA +7LC21‘)6M,

5):35 = (2C27L +C1/12 —‘rCz/'th) eM,

V=T = 3CA*+ A+ A’ M,
de unde

()G (o e

y 2022 )\ (€ + Cor) M

si

2
Xy —Xxy = ()’) —yYy
2

= (ZCQ;L + Cl/'LZ + Cz/'Lzl‘) e2M

— (G2 +CIA+ACot) (BCA + 1A% + 02 %) M

_ C% 22e2M

_ C% . det - etrace?
pentru orice ¢ € R.

In concluzie, pe fiecare orbitd care nu intersecteazd varietatea Ay, particulele

au vitezd, respectiv orbitele cotesc in permanengd la dreapta iar varietatea Aj le

este multime asimptoticd la 4. Cu exceptia orbitei (degenerate a) originii O, foate
celelalte orbite sunt nemarginite si (curbe) simple. Vezi Sectiunea A.2.

2.2.3 Cazul trace < 0, det > 0, discr < 0

Aici, valorile proprii sunt numere complexe nereale:

M=A=a+ip,
AQ:I:(X—iﬁ,

unde

Pentru
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avem

Vezi Exercitiul 2.2, punctul 3).
Sunt valabile egalititile®

= (3)-()
F= ="
y X
= e% (C) cos Bt + Cy sin Bt )ty + ¥ (—Cy sinft + Cycos Bt)up, (2.17)

de unde deducem ci toate orbitele nedegenerate sunt nemdrginite® si

lim r=0,
t—>—+oo

respectiv

occos Bt — Bsin Bt
(a* — B?) cos Bt — 20B sin Bt

(o — B2)sin Bt + 2a B cos Bt (2.18)

< B cos Bt + orsin Bt )
% . (a® — B?) cos Bt — 2aB sin Bt
<Y) - o (a? —3B2) cos Br — B (3a* — B?) sin Bt
(a* — B?) sin Bt + 2af cos Bt 519
o (a?—3B%)sin Bt + B (30> — ) cos Pt |’ St
unde € R.

Exercitiul 2.5. Sd se arate cd, pentru orice t € R:

1)

F &2 = 2% {cos2 (Bt) - { (€1 (o - B?) +2Czocm2 +(aC +ﬁC2)2}

+ sin® (Br) - { [C2 (02 = B?) +2C1aB]” + (BCy — acz)z}

+ 2sin(Bt)cos (Br) - {af [1+2 (a — B?)] (C3 - CF)
+ 2 (062 — ﬁz — 2062[32) C1C2}} e

8 Atentie, din ratiuni mnemotehnice, am inlocuit constanta de integrare C; cu —C; in formula (2.4).
9 Vezi si identitatea (2.21).
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2) determinantul matricei

V() = ( (acos Bt — Bsinfit) (B cos Bt + orsin Br)
 \((a* = B?)cos Br —2aBsin fr) ((a* — B?)sin Bt +2ap cos Br)

are valoarea 8 (o + B2);
3) se adevereste inegalitatea

Xy — x¥ = k2x* 4+ ky* + ckxy > 0;
4)
kx> + ky* + ckxy = (CT +C3) B? (o + B?) >

Solutia exercitiului 2.5. 3) Au loc egalititile

% - 55 = (5) —y(-kr-er)
= (—kx—cy)* —y (—k)'c —C).I)
= (kx+cy)* +y (ky — ckx — czy)
= k2% + ky? + ckxy.
Aplicdm inegalitatea mediilor:
K2+ ky? > 232y = (2\/%) k|xy|

> cklxyl
> Zckxy.

Restul formulelor se probeazi prin calcul direct.
Solutia s-a Incheiat. 0O

@ — ey (1) @) . 1€R,

stabilim cd particula M are vitezd pe oricare din orbitele nedegenerate. Vezi Exer-
citiul 2.5, punctul 2).
Cautdm o varietate a planului fazelor de forma

Deoarece

Ay = {(x,y)T|y:m~x}, m e R.
Aceasta ne conduce la identitatea:

[(c —m)Cy + BCy)cos(Bt) + [—BC1 + (a —m)Cy]sin (Br) =0, t€R,
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de unde, prin derivare in raport cu ¢, obtinem ca

< ((a—m)Cy + BC,) (—BC1+ (0t —m)(G) ) <cosﬁt> _ <O>
(B(=BCi+(a—m)C2)) (=B ((¢—m)Ci+BC3))) \sinPr 0

pentru orice € R.

Fig. 2.5 Portretul fazelor pentru ecuatia diferentiald x” +x’ + 9x = 0. Aici, trace < 0, det >
0, diser < 0.

Ultima identitate implica faptul ca matricea din componenta sa are determinan-
tul nul. De aici, ajungem la sistemul algebric

{ (OC —m)C1 —l—ﬁCz =0,
—BCi+ ((X—I’l’l)Cz =0,

cu necunoscutele C » € R. Determinantul matricei acestui sistem este estimat prin

(o —m)*+B*> B> > 0. (2.20)
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In consecinti, A, = {O} pentru orice m € R. Cu alte cuvinte, nu existd nicio vari-
etate diferentiald de tip dreaptd a planului fazelor care sd-1 partajeze pe acesta in
sectoare.

Pentru analiza curburii cu semn, realizdm cd

%5 = @ Leos? (Br) [C1 (@~ p) + 2020’
+ sin® (Bt) [C2 (a® — B?) —zclocB]2
+ 2sin(Bt)cos (Bt) {2 (C3 — C7) ap (o — B?)
v aG @) ]} ),

respectiv

X5 = e {cos® (Bt) (Cra+Caf) [Cra(o® — 3B%) + CB (30 — B)]
+ sin’ (Br) (—C1B + ) [-C1 B (3% — B2) + Cra(a® — 3B?)]
+ sin (Br)cos (Bt) { (Cra + ) [-C1B (30 —[32) +Ca(a? —3B%)]
+ (=CiB+Ca) [Cra(a® —3B%) +C:B(3a* — )]} },
under € R.
Apoi,
Xy —xy = cos? (Bt) - (subsetul 1) 4 sin” (B¢) - (subsetul 2)
+ sin(ft)cos(Pt) - (subsetul 3), <R,

unde

subsetul 1 = subsetul 2 = (C{ +C3) B* (o + B?) e**,
subsetul 3 = 0.

Am ajuns la

Xy—i¥=(C1+C)B ( B?)e*
— @+ e
_G+G

-discr - det- et cR.

Asadar, roate orbitele nedegenerate cotesc in permanentd la dreapta.
Remarcédm identitatea urmatoare [11, pag. 253]:

( +2k—g> =B 7(1), keZ1eR. 2.21)
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Exercitiul 2.6. Fie E, F € R, cu E? 4+ F? > 0, fixate arbitrar. Daci existi 7, € R

astfel Incat
_ E
r(t*) - (F) ’
atunci sa se arate ci

—T
S0 cos Bty _ 1 (C1 G ) U, (E)
sin Bt, Ci+CG\Q =G \gl J\F)’

unde {U,U, } este bazareciprocd a bazei {ui1, } 5i 7(0) = (C1, )" R\ {0y}

Solutia exercitiului 2.6. Baza reciproca este introdusa in Exercitiul 2.1. Relatia din
enuntul de fata se reorganizeazd drept

oo o) (Sl ) (€)= (5),
(e ) (€)= (70) 3
(&%) o) - () ()

Solutia s-a Incheiat. 0O

respectiv

si

Exercitiul 2.7. Fie E, F € R, cu E?> 4+ F? > 0, fixate arbitrar. Daci existi t, € R

astfel incat
el cos Bt —H. (E>
sin Bt F)’

unde H € .#, (R), atunci
) n )]
sin Br* F

Solutia exercitiului 2.7. Avem

pentru * =1, + %
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cos Br* cos Bt
sinfr* | sinft, |
< < % T T ..
Observam cd punctele —e" F - (E,F)" , O, (E,F)" sunt coliniare.
Solutia s-a Incheiat. O

hy hy
h3 hy
m, ambele fixate arbitrar. Atunci, sd se arate cd existd numerele #;; ., Dy oo € R cu
proprietatea ca

Ot cos Bt :H( Dy, ) RS cos Bt :H( 0 ) '
sin Bt,, m:-Dy )’ sin Bte D

Solutia exercitiului 2.8. Observam cd H (g) # O] pentru orice
Y 1 0
(3)=40)- ()}

him (Y +128) + (hyy+ ha)? > 0.

Exercitiul 2.8. Fie matricea H := ( ) € > (R) nesingulard si numdrul real

de unde

Introducem numarul

l’ll')/+/’lz5 ,/’l3’}’—|—h45
wi= A +1 7

eC, |w=1.

Atunci, exista z € C, cu Rez = 0, astfel incat e* = w [12, pag. 156].

Fie numérul #, := % € R. Au loc egalitdtile

cosfr.\ 1 <h1y+h28) *H-l <y>
sinft, ] h\my+hé) — h\S)

Definim numirul D, := % -e%+_ Atunci,

cos B,
e p :H-D*<y).
sin Bt o
Solutia s-a Incheiat. 0O

Pe baza identitdtii (2.21) si a Exercitiilor 2.8, 2.7, concludem cd orice orbitd ne-
degeneratd le intersecteazd pe fiecare din cele doud semidrepte, cea pozitiva §i cea
negativa, ale oricdrei drepte care trece prin O a planului fazelor de cdte o infinitate
numadrabild de ori.
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In Figura 2.5, cele doui orbite, cu aceeasi alurd, au fost colorate diferit pentru a
fi distinse cu usurintd.

2.2.4 Cazul trace > 0, det > 0, discr < 0

Singura deosebire, din punctul de vedere al desenului de ména, priveste triunghi-
urile negre care ilustreaza sensul de parcurs: ele trebuie reorientate dinspre originea
O cdtre marginile foii de hartie. Aceasta pentru ca

lim r=0.
t——oo

;

Fig. 2.6 Portretul fazelor pentru ecuatia diferentiald x” — x’ + 9x = 0. Aici, trace > 0, det >
0, discr < 0.

Concret, schimbarea de variabile (1.8) ne conduce la sistemul (1.9), a cdrui ma-
trice (1.2) are urma —trace, determinantul det si discriminantul discr. Regdsim,
astfel, cazul prezentat In Subsectiunea anterioara.
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Exercitiul 2.9. In contextul formulelor (2.17), (2.18) si (2.19), introducem marimi-
le:

X(t) := Cjcos Bt + Cysin B,
t —CysinfBr+ C;cos fi,
1) = aX(t)+BY (),
t —BX(t)+aX(t),
1) == aZ(1) +BW(),
(

(
(
(
(
(
(¢ —BZ(@)+oW(t), teR.

)
)=
) =
) =
)=
)=

QO v TN~

Atun01 pentru orlce t € R, sd se dovedeascd valabilitatea urmdtoarelor afirmatii:
DXOP+[Y (1) =C+C;

Z)X(t—i-zﬁ) Y (1), X(t+g) — X(1);
3)X(t)+B2X():0

4) 2] + WD) = (a2 +B?) (CF+C3);
5)Z(t+ ’;3) — W), Z( +g) — Z();
6)Z (t)+ B2Z(t) = 0;

7) [P()] + [0()]F = (a2 + B2)* (C2+C3):;
8)P(t+ ’;3) =0(),P t—l—%) =—P(1);
9) P (1) + B> P(t)=0,

10)F(t) = e [X()iiy + Y (1))
11)5(t) = e™ [Z(1)a) + W (1)aa);
12)a(t) = e™ [P(1)u, + Q(t)a).

Solutia exercitiului 2.9. Vezi Exercitiul 1.6, punctul 2).
Solutia s-a incheiat. 0O

2.2.5 Cazul trace € R, det < 0

Aici, A <0< Ay.

Exercitiul 2.10. (Trecerea la ecuatia diferentiald omogend [9, pag. 13]) Fiind data
matricea A din (1.2), cu b # 0 si diser > 0, 1i impunem sistemului diferential (1.1)

data
(ZESD - (Z:))) €R’ (2.22)

uo - vo - (aug + bvo) - (cug +dvg) #0

cu urmdtoarele proprietati
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si
Vo
a—|—b~W()7§7Ll’2, wo = —.
uo
Atunci, sd se probeze afirmatiile prezentate in continuare.
1) Existd un mic interval I C R, centrat in 0, pe care restrictia functiei u, ul, : I —
J,J :=u(I) C R\ {0}, unde (u,v)7 este acea solutie a sistemului diferential care
verifica data impusd (2.22), sd fie inversabild iar functia w : J — R, cu formula

unde ¢ : J — [ este inversa lui |, si verifice ecuatia diferentiald

; dw _ —bw? +(d—a)w+c
du bw+a

, U€EJ.

2) Micsordnd, eventual, intervalul I, poate fi calculat numirul Cy > 0 pentru care si
aibd loc identitatea [11, pag. 248]

v(e) = wi-u(®)> = Co-[v(t) = wa-u()M, 1€l
unde wy 5 1= ﬁ (d —a¥F \/M), adica
at+bwi=2x, at+bw,=2A,.
Solutia exercitiului 2.10. Sunt valabile relatiile

G
du " gy du

dr
c+d-; _ctd-w
a+bl T a+bw’

respectiv

ud_w _ =b(w—wi)(w—wp)
du bw+a

si — atentie, aici d desemneazd diferentiala unei functii —

d d
—(a+bwy) Yo —b(w; —wz)—u.
w—wi w—wy u

(a+bwy)
Ajungem la

R .
|W Wl| :C()~|I/l|\/dlscr, C()>0.
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Solutia s-a Incheiat. O

Exercitiul 2.11. Arétati ca orice solutie a ecuatiei diferentiale
X—x=0, teR,
valideazd identitatea

X —x=C, teR,

unde C € R este o constanta.

Fig. 2.7 Portretul fazelor pentru ecuatia diferentiald x” 4 2x’ — 3x = 0. Aici, trace € R, det < 0.

Solutia exercitiului 2.11. Transformdm ecuatia intr-un sistem diferential 2 x 2 via
expresia

si aplicam Exercitiul 2.10, punctul 2).
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Evident, observdm (si) cd

2%- ('x’—x) = (&z—xz)', teR.
Solutia s-a Incheiat. 0O

Refolosim calculele de la Subsectiunea 2.2.1. Astfel, constatam cd planul fazelor
este impdrtit in patru sectoare, cu varful in O, de citre dreptele A, , iar orbitele ne-
degenerate sunt, cu toatele, nemdrginite. Varietdile A, ., incluzand cate trei orbite
— originea O si semidreptele pozitive, respectiv cele negative —, sunt colorate 1n
albastru n Figura 2.7.

Fie C15 € R, cu C; - G, # 0. Dezvoltirile asimptotice urmitoare, in care ortogo-
nalizam baza {u,%, } a planului fazelor,

7= e’l”ul —l—CzC 2tu2

up-u
Clellt Czelzt) u) + Ce Aot (_2 _a 3 2ﬁ1>
u

Il
e

:[Clellt—i-o }ul—i-o(l)
[sign(Cy) - (+°°)] Uy, t— oo,

' (Clllew 2o ) i + Cylpe™ (ﬁz -2 .zuz ﬁl)
I/ll ul
= [sign(Cy) - (+o0)] 71, 1 —> +oo,
respectiv
- (Czelz’ SIS Clew) i +Creh! (ﬁl a '2”2m>
MZ MZ
= [sign(Gy) - (+o0)] -T2, 1 —> —oo,
v= (CZ)LZeM e uz CraeM! ) i+ C A et <ﬁl _— .ZMZEZ)
MZ MZ

= [~sign(Ca)  (+2)) T, 1> —n

si
el u —
d(0(C1,C2),4y,) = inf |7(r) - (clefllwr - C ’W) f
1
= inf |Cye™’ (uz _4a '2”2u1> ‘ =0,
>0 uj
respectiv

d(0(C1,G),4y,) = inf

up-u
7(1‘) — (Czelzt—l— as 3 2 'Clellt) Uy
u
2
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e (- U2 _
Cle ! (Ml — uz us = 0,
2

= inf
1<0

ne conduc la concluzia cd orice orbitd nedegeneratd a sistemului diferential are
drept mulfime asimptoticd la +oo varietatea Ay, si drept mulfime asimptoticd la
—oo varietatea A, .

Conform Exercitiilor 2.10 si 2.11, prin trecere la ecuatia omogend atagatd sis-
temului diferential, gdsim diverse curbe 1n planul fazelor. Renuntand la restrictiile
vizavi de constante ale curbelor (precum Cy > 0), obtinem candidafi la varietdtile
planului fazelor; aceasta pentru ca este posibil ca 0 anumitd curbd sd se compuna
dintr-o singurd orbitd, nu din cel putin doud orbite.

2.2.6 Cazul trace =0, det > 0

Ne gidsim 1n situatia valorilor proprii pur imaginare, deci putem Intrebuinta cal-
culele Subsectiunii 2.2.3.
Astfel, cum o = Re A = 0, remarcim ci vectorii {uy,u, } sunt ortogonali:

-7 = (m) @ = (10) (g) =(0)=0.

Coeficientii exprimdrii lui 7 drept combinafie liniard reald a bazei {u,u, } a pla-
nului fazelor indeplinesc identitatea

(Cy cos Bt + Cysin Bt)* + (—Cy sin Bt + Cycos Br)* = C2 +C3, 1 €R,
ceea ce ne permite constructia formulei

1

7(t) = ——==[(C1cos Bt + Cysin Bt) W + (—C; sin ft 4 C, cos 1) ;]
\/CI+C3
=) Wi +n(t)-w, tER, (2.23)
unde
Wii=/CI+C} -1, i€l2, (2.24)
si

YOP+n@0F =1, reRr.

Asadar, particula M se deplaseazd pe elipsa generatd de perechea de raze con-
jugate { W, Wa} C ToR?, unde W; € w; si i € {1,2}. Vezi [13, pp. 33 si urm.].
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Adaptand Exercitiile 2.8, 2.7, deducem cd orice orbitd nedegeneratd intersec-
teazd orice dreaptd din planul fazelor care trece prin punctul O de exact doud ori.
Punctele de intersectie sunt agezate simetric fatd de O.

Semnul curburii este stabilit pe baza expresiei

Xy —xy = B*(CT+C3)
=det’- (C{+C3), t€R,

deci toate orbitele nedegenerate cotesc in permanentd la dreapta.

Fig. 2.8 Portretul fazelor pentru ecuatia diferentiald x” 4 4x = 0. Aici, trace = 0, det > 0.

In Figura 2.8, cele doui orbite, cu aceeasi alurd, au fost colorate diferit din mo-
tive estetice. Nu existd varietdti speciale: vezi estimarea (2.20).
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2.2.7 Clasificarea echilibrului (0,0)7 in cazul det # 0

Solutia identic nuli (0,0)” produce, aici, singura orbiti degeneratd a planului
fazelor: €(0,0) = {O}. Vezi Lema 2.6.
In Figura 2.9, parabola de ecuatie carteziani

1
(—4-distr=) det— 1 -trace’ = 0

este colorati in albastru. In cadranul al II-lea, cel din stinga-sus, se gédsesc valorile
(trace, det)T ce 1i corespund unui echilibru stabil O, adicd acela ale cirui portrete
contin numai triunghiuri negre care indicd inspre originea O. La dreapta semiaxei
verticale, in cadranul I, se afld valorile echilibrului instabil, In portretele caruia apar
doar triunghiuri negre ce indica dinspre O (cdtre marginile foii de hartie).

det

discr =0

focare stabile | focare instabile

centre

noduri stabile noduri instabile

O trace

puncte-sa

Fig. 2.9 Caracterizarea echilibrului trivial al sistemului diferential (1.1), atunci cand det # 0, in
functie de marimile trace, det, discr.

Valorile (trace,0)”, situate pe axa orizontal, nu se folosesc in aceastd clasifi-
care. Valorile de pe semiaxa verticali privesc centrul (0,0)” al planului fazelor iar
cele situate dedesubtul axei orizontale punctul-sa (0,0)7.

Ne referim, agadar, la echilibrul O din planul fazelor cu unul din calificativele
nod, focar sau punct-sa. Atunci cand este instabil, acesta constituie izvorul'® ori

10§y englezeste, source.
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sursa traiectoriilor. Cand este stabil, punctul O desemneazi scurgerea'! sau bazinul
ori vdrsarea orbitelor. Orice punct-sa este instabil [18, pag. 47].

2.3 Cinematica in plan: o schita

Formularea unor chestiuni privitoare la curbele plane in termenii mecanicii cla-
sice stimuleazi, adeseori, imaginatia. Cinematica, parte a prezentarii mecanicii In
care se definesc traiectoria unei particule M, viteza $i acceleratia acesteia, consti-
tuie geometria mecanicii.

N Yy

+90°
<\ M

X
/—90"

P

Fig. 2.10 Rotatii cu 90° in plan: in sens trigonometric, M(x,y) — N(—y,x), si in sens invers trigo-
nometric, M(x,y) — P(y, —x).

In Figura 2.10, ilustrdm o problemi de geometrie euclidiani:

fiind date cele trei dreptunghiuri egale, cu laturile colorate in albastru, sd se a-
rate cd unghiurile ZMON si ZMOP sunt unghiuri drepte.

Adnotdrile din desen ne ajutd la solutionarea rapidd a problemei. Cu ajutorul sdu,
stabilim cd o rotatie pozitivd, cu 90°, adicé la stdnga foii de hartie, presupune urma-
toarea schimbare de coordonate:

1'1n englezeste, sink.
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§=()

La fel, o rotatie negativd, la dreapta foii de hartie, are expresia:

X\ —90° [y
<y) =0 <_x> : (2.25)

In continuare, vectorii cu sdgeatd, adici segmentele orientate ce pot fi legate in
diverse puncte din plan — care devin punctele lor de aplicatie —, sunt folosite la
desenat iar vectorii cu linie, adica clasele de echipolentd ale segmentelor orientate
din desen, sunt intrebuintate la calcul. In particular, vectorul de pozifie 7= 0—1\)4 €
ToR? este un reprezentant al razei vectoare 7 := OM € TR?:

T er=x(1)-i+y(1)-j= (ﬁ), teR.

Primele doud derivate in raport cu timpul t ale razei vectoare reprezintd vecto-
rul-vitezd i vectorul-acceleratie ai particulei M. Prin viteza si acceleratia lui M
intelegem reprezentantii celor doud clase de echipolentd legati n pozifia curentd —
fata de sistemul de referintd Oxy al foii de hartie —:

T eTyR?, ¥ ev, deTyR* d €a,
unde

v:=7, a:=7, teR.

Modulul — sau mdrimea, magnitudinea, $.a.m.d. — unui vector, liber ori legat,
are formula

u=lul=|"d|=vi-u=Vu2, ueTR.

Analizam deplasarea particulei M, fatd de sistemul de referintd, pe durata inter-
valului de timp [f9,#], adicd presupunem ci

[Sc (t)rJr {& (t)}2 >0, tE€[to,t], (2.26)

ceea ce se traduce prin: particula are vitezd (pe traiectoria ei),

v=[7]= ().C)Z—F (&)2 >0, 1€ ]to,t].

Ca si pand acum, lucram frecvent fara a preciza argumentul functiilor.
Subintelegem ci studiem un arc (fragment) de curbd care constituie o curbd sim-

pli — adici, este imaginea in spatiul euclidian punctual R3 printr-un homeomorfism

aunui interval deschis (la capete), nu neapdrat marginit, de numere reale —; practic,
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imaginandu-ne fragmentul de curbd ca fiind ficut din atd de cusut, vom obtine un
“segment” de atd dacd tragem de capetele sale. Evident, cercul-unitate nu este curbd
simpld, Tnsd un sfert de cerc este o curbd simpla.

Curba simpld pe care investigdm deplasarea particulei M reprezinté traiectoria
Iui M.

Introducem coordonata curbilinie s ca fiind lungimea arcului de curbd parcurs
de la inceputul analizei si pand in prezent:

s(p):/t: (\/)'c2+&2) (t)dt:/t:vdt, p € to,1].

Versorul tangentei la traiectorie in punctul curent, T e TyR?, se exprima prin

1 1 X ? _
Y (y)’ T
X +Yy

Remarcim ci T = |T| = 1. Din acest motiv, 7 se mai numeste $i vectorul-unitate al
vectorului-director al tangentei.
Prin derivare 1n raport cu s,

L
_dr

“ae| Nle
<l

Ly 4T
0—5(7:) =T

<«

< dT < .= . 4T .

de unde, dacald—s # 0, deducem ci vectorii T §i G: sunt ortogonali.
Avem relatiile

dt

ds

Gel Al
Il
< | Al
\
o
(3]
—
+
e
(3]
o
—
o
VRS
EED
N——

respectiv

1 X XX+yy (% 1 X
2 2 \Y T2 g )"+ 2 2 \Y
()’c +y) X 4y
1

XX VY [x X
T o 2a (&)*‘(y>
VE+y L Ty
_ E-i (&)
o2 .2% - X
(x +y)

Am ajuns la
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. o s | .
ar _ _xy xy}. (y) , (2.27)
ds o2 2\ 2 o2 2 \— X

(x +y) x +y

Observam cd, via formula (2.25), vectorul % € TuR?, unde % S %, este rotit

la dreapta cu 90° fatd de versorul tangentei T atunci cand
Xy—xy>0, tE€[t,t]. (2.28)

Reorganizand formula pentru a evidentia o rotatie la stdnga a versorului tangentei,
introducem curbura cu semn, in punctul curent M, a traiectoriei:

oo o _ Y} __%
kyy = — YT (v.ak) (2.29)

2 2\3 v3
(x —i—y)

Asadar, dacd ne pozigiondm in punctul de aplicatie — punctul curent — al ver-
sorului 7 si privim cétre sigeata sa, versorul

Viens v,enm ()

X
x +y

ne va apdrea ca rotit la stdnga cu 90°, pe foaia de hartie. Atunci cand curbura cu
semn este pozitivd in punctul curent, traiectoria va coti la stdnga. In caz contrar,
traiectoria va coti la dreapta.






Capitolul 3
RK4: 0 metoda monopas cu patru stadii

3.1 Generalitati
Sistemele de ecuatii diferentiale ordinare, aduse In formd normald — precum
(1.1)—

{u’(t) = f(u(t),v(1)),
V(1) = g(u(t),v(r)),

pot fi aproximate prin inlocuirea membrilor din dreapta ai ecuatiilor cu dezvoltari
limitate 1n serie Taylor ale lor [3, pag. 42]:

W0 = F(00).(0)) = Fa0.30) + 2L (. 0) o) — )+ 2L ) 0 ]
+ ...
= f(uo,vo) +a-[u(t) —ug|+b-[v(t) —vo] +... 3.1

alu(t) —ug] + b[v(t) —vo] + ...,

unde ug := u(ty), vo := v(to) iar (ug,v)” € R? este o solutie constantd a sistemului
diferential. Adicd, o solutie a sistemului algebric

{f(u()avo) = Oa
g(u(),V()) = O

Ca de obicei, socotim cé functiile f, g sunt netede, adicd admit derivate partiale de
orice ordin natural, continue 1n raport cu ansamblul variabilelor, pe intreg domeniul
de definitie.

Daca pastram din dezvoltarea (3.1) numai primii trei termeni, $i anume

{ u'(t) = alu(t) — uo) + b[v(t) — v,
clu(t) —uo) +d[v(t) — vo),

63
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atunci sistemul diferential rezultat este numit liniarizarea [2, pag. 116] sau pri-
ma aproximatie [11, pag. 243] a sistemului original. Aici, evident, ¢ := %(no,vo),

d:= %(uo,vo). Schimbarea de variabile

{ U(t) - Ct(t) — o,

(t) —vo,

aplicatd acestei prime aproximatii, ne conduce la sistemul liniar (1.1), scris cu ne-
cunoscutele U, V.

Este de asteptat ca diferentele de comportament — care apar odata cu variatia pe
termen lung a argumentului:  — -0 ori t — —co — dintre solutiile sistemului origi-
nal si cele ale aproximadrii sd fie notabile: de exemplu, solutiile sistemului liniarizat
existd pe toatd dreapta reald, proprietate care nu se regdseste, de cele mai multe ori,
la solutiile sistemului original; reparametrizarea sistemului original, pentru a avea
solutii definite pe Intreaga dreaptd reald, este o chestiune complicata [9, pag. 198].

Pentru a ameliora diferentele, regdndim aproximarea: de la o aproximare a for-
mulei din membrul drept al unei ecuatii — independentd de solutia generald a siste-
mului — trecem la o dezvoltare in serie Taylor a solutiei insdgi, adicd la expresia

(t—19)?

) +...

u(t) = u(to) +u' (o) - (t —t0) +u" (10) -

in care vom insera formulele derivatelor deduse din prezentarea sistemului:
(1) = f(u(t),v(t)|,—, = f(uo,v0),

(1) = 5 [Fule)v(0)]

af / /
L o) 10+ F )0

|
_Saf

S [+ % 'g) (u(t),v(t))

o
- a—i(uo,vo) 'f(uo,vo)+a—{(uovVO)'g(“o’VO)'

Prima tehnica de aproximare, cea a liniarizdrii sistemului in jurul unei solutii
constante, conduce la rezultate spectaculoase in situatii importante din practicd, vezi
[18, pag. 75].

Cat despre cea de-a doua tehnicd, ea poate fi rafinatd fie mdrind numarul de ter-
meni din dezvoltarea in serie Taylor pe care si 1i Intrebuintdm la aproximare —
obtindndu-se asa-numitele metode numerice Taylor [3, pag. 68] — fie introducand
valori intermediare ale argumentelor functiilor f si g: metodele Runge-Kutta (RK)
[3, pag. 70]. Punctele (valorile argumentelor) intermediare sunt alese astfel incat sa
fie pastratd acuratetea metodelor numerice Taylor corespunzdtoare [3, ibid.].
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Procedeul — de introducere a unui set de puncte intermediare — C. Runge 1i
pastreazd pe primii patru termeni din dezvoltarea in serie Taylor [11, pag. 214,
Teorema I] a solutiei unei ecuatii diferentiale scalare iar procedeul W. Kutta pe
primii cinci [11, pag. 219, Teorema III]. Aceste tehnici au condus la constructia
unei serii de metode de aproximare pentru care descrierea punctelor intermediare
se realizeazi in formi tabelari: tabloul (J.C.) Butcher! [3, pp- 74, 86]. Numarul de
linii ale tabloului (matricei) ne di numirul de stadii* al metodei Runge-Kutta.

3.2 Constructia relatiilor de recurenta. Matricea H,

Sistemului diferential (1.1) 1i atasidm functiile f, g : R®> — R cu formulele?

f(xuyut) za-x+b-y,
gx,yt) =c-x+d-y.

Fie h > 0, fixat arbitrar, un numdr pe care il vom numi pasul* — constant! — al
algoritmului de calcul numeric. Plecand de la data impusd (1.10), (ug,vo,0)7 € R?,
introducem nodurile [3, pag. 16]

X0 ug Xni1 X+ kxXRKan
yo|:=1{v|, Ynt1 | == | yn+kyrgan | ,n€N.
) 0 Iny1 th+h

Aici, cantitdfile kxpga n §1 kyri4,, sunt rezultatul unui calcul realizat In patru stadii.
Ultima atribuire constituie relatia de recurentd (vectoriald) a algoritmului RK4 [3,
pag. 74].

Stadiul intdi. Calculam marimile:

kxl,n = f(xnaynatn)u
kyl,n = g(xmynatn)a
Wy ' =Xp+ % 'kxl,nu

Din =Y+ 2 kyia
Astfel,

kx1, = ax, + by,
ky1,n = cxp +dyn,

!'in englezeste, Butcher tableau.

2 in englezeste, stage (sing.).

3 Pentru a pistra generalitatea relatiilor algebrice din cadrul algoritmului, introducem si timpul t
ca argument.

41in englezeste, stepsize [3, pag. 78].
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h
Xln = Xn + E (axn +byn)

(b, b
= ) Xn Zyna

h
Dl = Yn+ E (an+dyn)

ch dh
X+ T+ — | yn-

2 2
Stadiul al doilea. Calculam marimile:
kxz,ﬂ =f (erl,mzylmvtn + %) s
kysn =g (lemz)’lmfn + %) )
X ‘= Xnt+ % 'kx27m
Y2n = Yn + % 'ky27n-
Au loc egalitdtile:
kxy, = azxi n+bzyin
ah bh ch dh
=a 1+7 xn+7yn +b ?xn"" 1+7 Yn

7 +a2h+bch Ly (@, bdh
S\ T )T 2 2

— [a—l— (a2+bc) g] Xp 4+ {b+ (ab+bd)g] Yn-

Observam c4, fiind datd matricea A a coeficientilor sistemului diferential, vezi

(1.2), avem

ab »  (a*+bc ab+bd
A == 5 A == 2 .

cd ac+dc bc+d

Introducem notatiile:
A":(A{?j) . keT4,

ijel2
unde A' ;= A.
Asadar,

h h
kxy p = (a —I—A%l . E) Xp+ (b —I—A%z . E) Yn-

La fel,
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kyZ,n =cX1nt dzyl,n

{H (ac+do) g} Xyt [d+ (d? + be) g]

h h
= (C‘f’A%l . E) xn+ (d'i‘A%z . E) Yn-

Apoi,
h
X0 = Xp+ Ekx2,n
h o h 2 h
=x,,—|—§ Cl+A11§ x,,—f— b+A12§ Yn
h h? h h?
= <1+a~§+A%1~T)xn—l— (17~54r14x%2~Z
respectiv

h
Von =Ynt+ Ekyln

h n? h n?
= (c-—+A§1-—>x,,+ (1+d-§+A§2-—

2 4
Stadiul al treilea. Calculam marimile:

kx3,n = f (er2,mzy27n7tn + %) ;
kysn =g (2o 2020t +5)

X350 = Xp +h- kx3,n7
Y3n = Yn +h- ky3,n-

Astfel,

kx3 n = azxp n +bzyr

h h? h h?

=a [<1 +a3 +A%q)xn+ <bE +A%2¢)yn}
h o, W h 5 W

+b CE +A211 xn—l— 1+d§ +AZZZ yn

h h? h h?
= Xp (a—f—azi +aA%1Z +bC§ +bA%IZ)

h h? h h?
+ Yn <ab§ +aA%ZZ +b+bd3 +bA§ZZ>

= {a+(a2+bc)ﬁ+(aA2 +bA3 )h—z}x
- 2 11 21 4 n

Yn

)ynv

67
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h h?
+ [b + (ab+bd) 5+ (aAT, + bA3,) —} Yn

4
h h? h h?
= <a+A%1-§+A%17)xn+ (b+A%2-§+A%27)yn
deoarece
3 aBi1 +bBy, aBiy+ bB))
A=A -B= , = (Bi.f)i7jeﬁ’ (3.2)
cBi1+dBy; ¢cBip+dBy

unde B := A%
In acelasi mod,

ky3n = czxon+dzysn
h hz h hZ
2 3 2 3
= <C+A21 . E +A21 . T) Xp + <d +A22 . E +A22 . T) Yn-
Mai departe,
X350 = Xp+ h- kx3,n

h n? h h?
=X, +h KaerA%lE +A?IZ) Xn + (b +A%25 +A?ZZ) y,,}
3

= (1 -h Az.ﬁ A3.h_ b-h Az.h_z A3.h_3
= +a+112+114xn+ +122+124)’n,

respectiv

Y30 = Yn+h-kys,
h? h? h? h?
2 3 2 3
= (C'h+A21 . ? +A21 . Z)xn—i— (1 +dh+A22 ? +A22' Z) Vn-
Stadiul al patrulea. Calculdm mdrimile:
kx47n =f (er3,mzy3,m th+ h) ,
kyan = g(2X3,0,2V3.0,tn + ).

Asadar,

kx4n = azx3 u+bzyz a

=a 1+ah+A2h—2+A3h—3 Xn+ bh+A2h—2+A3h—3
= 1175 17y n 1275 127 Yn

l’lz h3 hZ 1’13
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) n? n , h? 3 1
a+a h+ClA“ ) +aA +b6h+bA2l?+bAZIZ

h? n n? 3 B3
Clbh+aA12 2 “l‘aA 4 +b+bdh+bA22 2 +bA22?

h2 h3
{a—i— a*+be) h+ (aA7, +bA3,) = 5 <aA?1+bA§q)]xn

n? w
+ [b + (ab+bd) h+ (aAT, + bA3,) S+ (aA3, +bA3,) Z] Vi

(a—i—A h+ A} s — +Af;- h—3) X
4 4
+ <b+A22 h+A3,- hzz + A}, - }j>yn,
respectiv
kyan = czx3p+dzysp

n? n
= (C+A%l h+A31 . Z +A§1 . Z) Xn

h? h3
d+A22 h+A22 2 +A 4 yn

Am utilizat o identitate asemanitoare lui (3.2), si anume A* = A - B pentru B = A°>.
Mdirimile kxrga n, kyrr4,, s€ introduc prin expresiile:

{ kxgian = - (kxyn+ 2Kkxp 4 2kx3  +Kxa )
h
6

kyrxan = ¢ - (kyin+ 2ky2 n+ 2ky3 n+kya ) -

Astfel,

h h h
kaK47n = 6{ ax,,—i—by,,)—i—Z[(a—i—Allz)xn (b+A122> :|

hz h hz

h? I
+ Ka—i—A A3 = 5 +A%, 4)

h2 h3
+ b+ zl’l+A12 +A?2— yl‘l
2 4
a a A2 A3 A}
2.242. 21 p2 (3.2 B2 2L Rt 2L
(25+23)~ ( 6)+ ) "\ 24
2 b+2 b +h (3 Al +h3 (2 Al +ht Al
6 3 6 1 2

X [h
+ Yn [h
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A? A3 A4
= h- p2000 3 T g4
x”( R T IR

A2 A3 A
. 2 A2, 3 412 | 4 A
Y (h b S 24)

h h? W3 h*
= <a—+A%1—+A‘I’1?+A?1$)xn

h h? I nt
+<b +AY =AY, =AY — )yn,

1 20 T2 g TRy
respectiv
h h? n n*
kyrka.n = (C 1,+A21 2 +A3 - 3,+A 4!>

h s o h4

Matriceal, scriem ca
kXRK4n h <xn> R, (Xn> R (Xn) h <xn>
Tl =—-A +—-A +—-A +—-A
(kyRK4,n> 1 Yn 2! 3! Yn 41 In
h h* X
= A2 A3 A*) (7).
(e 3 5t ) ()

Introducem matricea

h? n n*
Hy(Ah) := L +hA+ —A%+ 'A3+4

A4
2! 3

Atunci, primele doud relatii de recurentd scalare ale algoritmului numeric intr-un
singur’ pas RK4 se exprimi vectorial prin formula:

(;C:i) Hy(A,h) - (yn> , neN.

Metoda de aproximare oferitd de RK4 este de ordinul al patrulea, adica produce
erori globale cu estimarea asimptoticd O (h4) cand i\, 0 [3, pag. 78, 79]: pe mici
intervale construite in jurul datelor impuse, eroarea locald este de forma O (hs)
cand h \, 0 [11, pag. 221].

Algoritmul estimeazd valorile solutiei <Z> a sistemului diferential (1.1) la mo-

mentele de timp #, = nh, unde n € N. Pentru a calcula astfel de valori la mo-

3 Vezi [3, pag. 75]. In englezeste, one-step method. Asa cum se poate vedea din original, numarul
h este lungimea pasului de integrare numericd a sistemului diferential pe cAnd metoda propriu-zisa
se realizeaza intr-o singurd etapd: datd de trecerea de la valorile calculate la momentul ¢, la cele de
la momentul 7, ;. Formularile prescurtate functioneaza aici féra pericol de confuzie.
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mente care nu fac parte din nodurile algoritmului, utilizdm interpolarea liniard:
adicd, construim linia poligonald care are drept capete ale segmentelor componente
nodurile (xn,yn,tn)T ,n €N [3, pag. 18].

3.3 Captarea solutiilor periodice

Fie w > 0, fixat arbitrar. Ecuatia diferentiald
X'(t)+@* x(t) =0, tER, (3.3)

se rescrie ca sistem diferential, liniar si omogen, de ordinul intai astfel:

()=o) () e
s () = ()

Solutia generald a ecuatiei are expresia
XL
x(t) = xo - cos (1) + P -sin(ot), teR,

unde x := x(0) si x; :=x'(0). De aici,

u\ cos Wt % X0
1% —wsinwt coswt ) \x1 /)’

cu (xg,x1)" € R? fixate arbitrar.
Se observd cd

pentru orice m € N.
Au loc relatiile
n? n n

Hi(Ah) = b +hA+—A%+ —A% + —A*

n? ) n ) A

- {1—M+ (wh>4] b+ (h— w26h3> A

2 24
_ {1_ (0h)® _ (wh)* (a)h)3] N

1
Y, ]12+6[(“’h)_T
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Introducem cantititile

Oy Lo

, h>0.
o

Fie n € N, cu n > 18, fixat arbitrar. Atunci, folosind dezvoltarea data de binomul
lui (I1.) Newton, avem

[Hy(A, )] = [o() L+ B(R)A]" = k)iZOC’; [ae(n))" ¥ (B (m)]*A*

— [ Z Cﬁman72mﬁ2m . (_l)mem‘| .12

meN,m>0,2m<n

C%m+1an7(2m+l)ﬁ2m+l . (_1)mw2m A

meN,m>0,2m+1<n

+

)

unde Ck := #Lk),,ke(),_n

Introducem numerele z € C, 6 € [—x, ] cu formulele
z=z(h) :=a(h)+iof(h)

=02+ ©>f?(cosO+isinb),

respectiv
— o
cosf = Wk
sing = ——28__
/a2 1 w22
Astfel,

0 = 6(h) := arctan w&fh()h),

pentru h suficient de mic — o(h) =1+ o(1) cAnd A\, 0 —.

Lema 3.1. Sunt valabile egalitdtile

S = (az—l—a)zﬂz)%cosne,
®-$, = (02 + 0*B2)? sinnd,
unde
Sy =S1(h,n) := ) C2m. (—1)mg2m B2 gy

meN,m>0,2m<n

§i
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S, = Sz(/’l,n) — Z Cﬁerl . (_l)man7(2m+l)ﬁ2m+lw2m'
meN,m>0,2m+1<n

Demonstragie. Remarcdm cd
=(a+inp)"
— Z C’%man72m(l~wﬁ)2m

meN;m>0,2m<n

+ y C3m+1an7(2m+1)(l-wﬁ)2m+l
meN,m>0,2m+1<n

=S1+i-0S;.

Aplicdm formula lui (A.) de Moivre:

2= (0> + 0*B?)? (cosnB + isinnd).
Justificarea s-a incheiat. O
Ridicand la patrat cantititile o si 8, avem

o1 (onp s @1 (@R (on)

3 24 576
respectiv
2 2 (wh)*  (wh)°
N h)? —
B = o |(onp - 124 8,
de unde
02+ B2 —1— (a;g)é 4 (?;28
8 h 12
= {1 - 144 [ } } 576> (6104422 G4
[1 _ (on)S } + (@ nd _ (on)'?
a4 576 20736

In cele ce urmeazi, presupunem ca
(wh)” ~0. (3.5)

Lema 3.2. Este valabild aproximarea

wh)®

Vvoa?+o? 2:1——( .

+o*p 144

Demonstratie. Ridicim relatia la pdtrat si tinem seama de ultima egalitate din (3.4).

Faptul ca membrul drept al egalitdtii din enung este nenegativ va rezulta din (3.6).
Justificarea s-a incheiat. O
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Apeland din nou la binomul lui Newton, deducem® ci

Introducem prima restrictie explicitd privind cantitétile &, n:

(wh)® < min{S,ﬂ}. (3.6)
n
Lema 3.3. Avem
cosO(h) >0, sinO(h) >0,

atunci cand pasul h indeplineste conditia (3.6). In particular, 0(h) € (O, %)
Demonstratie. Considerdm expresia bipdtratd

4 2
oy
E(y)i=2—2=—+1 R.
W=5-F5+1 »e

Privind-o ca pe un trinom de gradul al II-lea, 1i calculdm discriminantul: A, =

L

13- Astfel, este valabild urmatoarea factorizare a expresiei:

E(y)=2—14(y2—6—\/ﬁ) (y2—6+\/ﬁ), yeR.

Deducem ci E(y) > 0 pentru orice numir y cu y> < 6 —/12.
Deoarece n > 18,

144 144
— <=3,
n — 18
respectiv
144
(0h)*> < {/— <2<6-V12.
n
Asadar,
_ 2
cos = E(on) >0, sinf = a)_h 6—(oh)

_— ——— >0
o+ 0B 6 V@B

6 Practic, intrebuintim estimarea (1 — ¢)" = 1 — gn atunci cand ¢*> ~ 0. Pentru ca estimarea si

ramana numdr nenegativ, impunem ca 0 < g < %




3.3 Captarea solutiilor periodice

Justificarea s-a Incheiat. O

Lema 3.4. Are loc aproximarea

— =wh
a + 3 8

Demonstratie. Introducem médrimea x = x(h) := ~—~ — “57-. Atunci,
4 o ((on)? @*\* < (5 (@h)? (on*1\*
s\t T |) sEmax T

= (wh)®- (Zmax{%, (a;?z })4

Astfel,

1 1
— = :1—|—x—|—x2+x3, ¥ ~0.
a 1—x

Vezi [14, pag. 741].
Sunt valabile estimdrile care urmeaza ale puterilor lui x:
2 _ (oh)t (0h)°  (0h)®
x° = —
4 24 576
(0h)*  (wh)°

4 24
respectiv
s (@ (@) (@n)" (o)
8 96 1152 13824
_ (wh)®
=
de unde
2,3, (@h)?  _(on)*  (0h)°
l+x+x"+x' =1+ > +5 7 + 7
Apoi,
o (wh)? (wh)?  _(oh)*  (wh)®
oc —[a)h 6 1+ 2 +5 7 + B
- (wh)®  (oh)’ _(wh) (oh)°
I e S VYR 7

Justificarea s-a Incheiat. O

75



76 3 Metoda Runge-Kutta de ordinul al patrulea

Lema 3.5. Are loc aproximarea

Demonstragie. Introducem mirimea x = x(h) := wh+ . -+
Facem observatia cd

k
(oh)T {@4_ (608/1)5} — (@h)T+2% F—FM

k
} . ke07,

7 3 k
pe baza cireia avem — deoarece x’ = ¥, CX- (wh)’* [(wh)% + (wh)s} —
k=0

©x

7
arctanx =x— — +—, x' ~0.
3 5’

Vezi [14, pag. 749].
Au loc estimdrile urmitoare ale puterilor lui %ﬁ:

(%B) {wh+(a)h [ ”
— (0h)> +3(wh) { { | (@h 2” |
3<wh>{< we |3+ )]} (o [+ %

2
-t ool )
3
+ (wh)’ B + (wél)z]
= (0h)* + (0h)’,

respectiv




3.3 Captarea solutiilor periodice

= (wh)°.
Asadar,
B35S 3 5
¥-T 4T = |oht (w:) + (w;) } —% [( h)3+(wh)5} + = (wh)’
(wh)’

= wh—

120 °
Justificarea s-a Incheiat. O
Teorema 3.1. (Aprecierea erorii globale) Sunt valabile estimdrile:
|cos(nwh) — S1(h,n)| < 55 (1 + oh)(wh)’ = o (h4) )
SNON) _ ) (h,n)| < 2552k (wh)5 = o (h*)

cand h ™\, 0.

Demonstratie. Avem egalititile

cos(noh) — S| = cos(nwh) — [1 - (a)h)ﬁ} -cos <n : {a)h (o) } )

144 120
(0h)’
{cos(na) ) — cos (na) 135
n (wh)’
— (oh)® h—
+ 144(a) ) Cos<na) 130 )
. h 5 n oh 5
= —31n(§n)-n(123 +m(a)h)6cos (na)h—n(lzg ) .
Am aplicat teorema valorii intermediare: &, € [na)h —n (6102}35 ,na)h} .
De unde,
h)> h)3 AL
|cos(nwh) — S1| < [—sin (&) n(cloz(z + |cos <na)h—n((1023 )’n((&j
1 wh
< nd [ — 4+ —
< n(eh) (120+ 144)
51+ wh

< n(@h) =35

Mai departe, in acelasi mod,

' 5
%w“’h) 5= {Sin(nwh)_sm (”wh‘”(?z}lg ﬂ
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78 3 Metoda Runge-Kutta de ordinul al patrulea

+ % -2 (wh)®sin (na)h —n (a)h)5>

144 120
n (oh) n (oh)°® . (wh)?
= o —_ _ h_
cos () o 120 "o 144 M\ )

unde §, € {na)h - n(clo—zhgs,na)h} , respectiv

sin(nwh)

n 1 wh
— S| < —(0h) | —+— ).
2| < (@) (120+144)

Justificarea s-a Incheiat. O

Pentru a explicita estimarea (3.5), considerdm cd
(272 ~) 222x1071%=0.

Vezi [3, pag. 30].
Fie @ =1 i h=0.001. Atunci,

21

1
wh=10"% <10 % < (2.2 X 10*16)7.

Fie n = 7080. Este Indeplinita restrictia explicitd (3.6):

144 144
) =10"18<0.02< — =min{ 8, —— 5.
(h) < 9Y5< 7080 mm{ ’7080}

Avem eroarea globald

1L20 (1+ oh) (0h)> = 59- (1+1073) 10713
<10%-1071
=10""

deci mdrimile cos(kwh) si Si(h,k) — unde k € 0,n — coincid teoretic in prime-
le doisprezece zecimale. Aceeasi concluzie are loc si pentru mirimile sin(kwh) ~
[ONY) (h,k)

Pentru a capta caracterul periodic al solutiei generale, introducem cea de-a doua
restrictie explicitd privind cantititile A, n:

wh> —. 3.7

S

6.4 2 . .. o ..
Astfel, nh > 7 > <& — perioada principald a solutiilor —.
Plecand de la remarca urmitoare:

117649 76
4 =1024>817.01> ——— =
> ZTlad 148



3.3 Captarea solutiilor periodice
deducem cd

144

m

ceea ce ne permite tripla restrictie

144
min{&—}
n

unde n > 18.

-

7 6

_> ) m24a
m

144
—z(wh)62<
n

79






Capitolul 4
Realizarea ilustratiilor

4.1 Un script Python

Lucrdm in sistemul de operare Microsoft Windows 11 (versiunea 25H2). Aici,
instaldm [17] in mod global setul de aplicatii care constituie implementarea oficiald
a limbajului de programare de uz general Python'.

Dupa instalare, dintr-un terminal — pe care il deschidem cu combinatia de taste
Win+X, I —, determindm versiunea Python-ului:

[Windows PowerShell]
1 python —-version

Este recomandat sd folosim cea mai noud versiune: la momentul scrierii acestui
material, 3.14. 3.
Apoi, instaldm [15] componentele bibliotecii de calcul numeric NumPy:

[Windows PowerShell]
1 pip install numpy

De asemeni, determindm versiunea NumPy-ului:

[Windows PowerShell]

1 python
> import numpy as np
3 print (np.__version__ )

La momentul scrierii acestui material, ultima versiune este 2.4 . 2.

Prima instructiune din programul anterior produce lansarea, in acelasi terminal, a
interpretorului de Python. Acest fapt este vizibil datoritd aparitiei promptului princi-
pal >>> al interpretorului. Astfel, vom scrie instructiunile 2 si 3 la dreapta promp-
tului?.

1 O introducere, in romaneste, in programarea in Python este disponibili online [16].

2 Pentru a incheia interactiunea cu interpretorul, fird a inchide terminalul, este suficient si tastim
instructiunea quit; urmatd, desigur, de apdsarea tastei Enter.

81



82 4 Realizarea ilustratiilor

Program:> Interpretorul de Python functioneazd dupd cum badnuim: citeste, intelege si apoi
executd instructiunile pe care i le transmitem sub forma unui fisier-text. De aceea,
in editorul de text obisnuit®, transcriem urmitorul script Python. il vom salva ca
fisier-text, Tnsa cu extensia py [5]:

[sisteme_2x2.py]

import numpy as np

# Matricea A se introduce sub forma [a, b, c, dJ]:
ma = np.array ([0, 1, -2, -3], dtype=float).reshape (2, 2)

# Data impusa se introduce sub forma [x0, yO0]:
dc = np.array ([-1.78, 3.56], dtype=float)

h = 0.001
on = 16_100

2 £ = lambda v1, v2, v3: ma[0, 0] * vl + ma[0, 1] * v2
13 g = lambda v1, v2, v3: ma[l, 0] » vl + ma[l, 1] * v2

15 r2
16 r3

range (n)
range (n + 1)

18 x = np.array (r3, dtype=float)
np.array (r3, dtype=float)
= np.array (r3, dtype=float)

S
=
I

2 kxl = np.array (r2, dtype=float)
23 kyl = np.array (r2, dtype=float)
24 zx1l = np.array (r2, dtype=float)
»5 zyl = np.array (r2, dtype=float)

27 kx2 = np.array (r2, dtype=float)
28 ky2 = np.array (r2, dtype=float)
» zx2 = np.array (r2, dtype=float)
3 zy2 = np.array (r2, dtype=float)

r2, dtype=float
r2, dtype=float
r2, dtype=float
r2, dtype=float

2 kx3 = np.array
3 ky3 = np.array
34 zx3 = np.array

)
)
)
33 zy3 = np.array )

37 kx4 = np.array (r2, dtype=float)
3 ky4d = np.array (r2, dtype=float)

40 kxRK4 = np.array (r2, dtype=float)

41 kyRK4 = np.array (r2, dtype=float)
42

43 x[0] = dc[0]

4 y[0] = dc[1]

3 Folosind tastele Win+R, producem aparitia unei casete de comenzi. Scriem, in aceasta, comanda
notepad.exe, dupid care apasam butonul OK.
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45 £[0] =0

46

47 h2 = 0.5 = h
44 h3 = h /

49

50 textul = ""
51

s for 1 in r2:

53 i2 =1 + 1

54 ti = t[1]

55 ti2 = ti + h2

56 ti3 = ti + h

57

58 t[i2] = ti3

59

60 kx1[i] = f(x[i], y[i], ti)

61 kyl[i] = g(x[i], yI[i]l, ti)

62 zx1[1] = x[1] + h2 * kx1[1i]

63 zyl[i] = y[i] + h2 » kyl[i]

64

65 kx2[1] = f(zx1[i], =zyl[i]l, ti2)

66 ky2[i] = g(zx1[i], =zyl[i], ti2)

67 zx2[1] = x[1] + h2 * kx2[i]

68 zy2[i] = y[i] + h2 » ky2[i]

69

70 kx3[1i] = f(zx2[i], =zy2[i], ti2)

71 ky3[i] = g(zx2[i], =zy2[i]l, ti2)

7 zx3[1] = x[1] + h * kx3[1i]

73 zy3[i] = y[i] + h » ky3[1i]

74

75 kx4[1i] = £(zx3[1i], =zy3[i]l, ti3)

76 ky4[i] = g(zx3[i], =zy3[i]l, ti3)

77

78 kxRK4[1] = h3 » (kx1[1i] + 2 * kx2[1] + 2 * kx3[1] + kx4[i])
79 kyRK4[i] = h3 » (kyl[i] + 2 % ky2[i] + 2 » ky3[i] + ky4[i])
80

81 x[12] = x[1i] + kxRK4[i]

8 y[i2] = y[i] + kyRK4[i]

83

84 # Transformari ale rezultatuluil pentru afisare:
85 # scal (are), - (reflexie), trans(latie)
86 scal = 10

87 scal_xi2 = scal *» x[i2]

88 scal_yi2 = scal % y[i2]

89

90 axe_yi2 = - scal_yi2

91

92 trans = 50

93 prep_xi2 = scal_xi2 + trans

94 prep_yi2 = axe_yi2 + trans

95

9 textul += "{0:.6f} {1l:.6f}\n".format (prep_xi2, prep_yi2)

97
¢ £ = open ("rezultatul.txt", "a")



99
100
101
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f.write (textul)
. flush ()
f.close ()

Hh

Ii cerem interpretorului sd execute acest script cu comanda:

[Windows PowerShell]
python sisteme_2x2.py

Datele calculate vor fi introduse in figierul nou creat — in mod automat! — re-
zultatul.txt.

Pentru a construi portretul fazelor unei ecuatii diferentiale ordinare, liniare si
omogene, de ordinul al doilea, proceddm astfel: mai intai, calculim marimile rele-
vante pe baza matricei sistemului diferential de ordinul intéi echivalent ecuatiei:

0 1
=(55)

trace = —3, det =2,
M=-2, Ah=-1.

de unde

Remarcdm cd planul fazelor se imparte in patru sectoare, delimitate de dreptele
y—A;-x=0,undei € {1,2}.

Apoi, pentru a surprinde trdsdturile specifice ale orbitelor, alegem datele impuse
pentru cite doud orbite din fiecare sector si cate doud orbite de pe fiecare dreaptd:
in total, avem de construit doisprezece orbite, ale cdror date impuse vor fi introduse
in ordinea prezentatd in Figura 4.1. Din ratiuni estetice, datele impuse le corespund
unor puncte situate la distante aproximativ egale de centrul axelor de coordonate.
Astfel, am folosit ca ghidaj 1a calculul coordonatelor carteziene ale acestor puncte
cercul '(0,4). Valorile numerice stabilite, din tabelul care urmeazi, pot fi inserate
in scriptul Python drept comentarii.

$ o fom o +
# |Nr | Data impusa | Pasul | Numarul de iteratii |
# | | x0, yO | h | n |
e Fo——— - et ettt e +
# 1 0L | 1, 3.87 | 0.001 | 16_100 |
e Fo——— - et ettt e +
# ] 02 | 3, 2.64 | 0.001 | 16_100 |
$ o fom o +
# ] 03 | 2.82, -2.82 | 0.001 | 16_100 |
e B Fo—— et ettt e +
# ] 04 | 2.5, =-3.12 | 0.001 | 16_100 |
$ o fom o +
# | 05 | 2, -3.46 | 0.001 | 16_100 |
$ o fom o +
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# | 06 | 1.78, —-3.56 | 0.001 | 16_100 |
# oAb fo—————— Fo +
# | 07 | -1, -3.87 | 0.001 | 16_100 |
# oAbt fom—— Fm +
# | 08 | -3, -2.64 | 0.001 | 16_100 |
# oAb fo—————— Fo o +
# | 09 | -2.82, 2.82 | 0.001 | 16_100 |
# oAb fo—————— Fo o +
# | 10 | -2.5, 3.12 | 0.001 | 16_100 |
# oA fom—— Fm +
# | 11 | -2, 3.4¢6 | 0.001 | 16_100 |
s T fo—————— Fo +
# | 12 | -1.78, 3.56 | 0.001 | 16_100 |
# oAbt fom—— Fm +
10
9
2
8 O €T
3
7 g
6

Fig. 4.1 Cercul datelor impuse pentru calculul portretului fazelor.

O practicd incetdtenitd este alegerea de date impuse corespunzind unor puncte
agezate simetric fatd de centrul axelor de coordonate — de exemplu, datele de 1a Nr.
02 si 08 —. Din acest motiv, curbele obtinute vor apdrea ca fiind pozitionate una
in continuarea celeilalte: in particular, dreptele din Figura 4.2 nu sunt rezultate din
calculul numeric, aparenta lor fiind produsd de cite doud semidrepte [2, pag. 160].
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Fig. 4.2 Portretul fazelor (incomplet) pentru ecuatia diferentiald x” + 3x" +2x = 0.

4.2 Un fisier SVG

Pentru ca datele sd poati fi vizualizate atit pe foaia de hartie cat si intr-o pagind
web, ele trebuie transformate mai Intdi in obiecte grafice bidimensionale [22].

Lucrdm in browserul web Mozilla Firefox [7]. Aici, instructiunile de graficd vec-
toriald* pot fi puse la treabi pe bancul de probd [6)].

Tot in editorul de text obignuit, transcriem urmadtorul schelet de script SVG. 1|
vom salva ca figier-text, dar cu extensia svg.

[ilustratia.svg]

<svg
viewBox="0 0 100 100"
xmlns="http://www.w3.0rg/2000/svg">

<polyline
points="

4 O introducere in programarea in SVG este disponibila online [20].
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7 60.038632 11.
60.077128 11.
60.115489 11.

o

)
G

w

4.2 Un fisier SVG
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stroke="orange"

fill="none"

stroke —width="0.4"

/>

</svg>

Spatiul gol de la linia de cod 7 va fi Inlocuit cu intreg continutul fisierului re-
zultatul.txt. Astfel, dupd obtinerea valorilor numerice ale celor doisprezece
curbe necesare portretului din Figura 4.2, avem:

[ilustratia.svg]

<svg
viewBox="0 0

100 100"

xmlns="http://www.w3.0rg/2000/svg">

<polyline
points="

[multe linii

50.000006 50.
50.000006 50.
50.000006 50.

435935
571539
706814

de numere]
000006

000006
000006

stroke="orange"

fill="none"

stroke —width="0.4"

/>

<polyline
points="

80.026330 23.
80.052522 23.
80.078575 24.

[multe linii

50.000009 50.
50.000009 50.
50.000009 50.

739018
877671
015962

de numere]
000009

000009
000009

stroke="orange"

fill="none"

stroke —~width="0.4"

/>

[alte obiecte grafice]
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<polyline
points="
32.235564 14.471129
32.271058 14.542116
32.306480 14.612960

[multe 1linii de numere]

50.000000 50.000000
50.000000 50.000000
50.000000 50.000000

stroke="blue"
fill="none"

stroke —~width="0.4"
/>

</svg>

Obiectele grafice polyline [21], definite 1n fisier, sunt liniile poligonale cu
care realizam interpolarea liniara a datelor calculate. Cu atributul [19] st roke sta-
bilim culoarea liniei poligonale iar cu st roke—width grosimea acesteia.

Mai trebuie addugate: sistemul de coordonate carteziene Oxy, respectiv sdgefile
care indicd sensul de deplasare pe fiecare din curbe. Pentru rapiditate, putem Intre-
buinta editorul de grafica vectoriala Inkscape [10]. El va intelege obiectele grafice
din figierul i lustratia.svg si va putea s le modifice, respectiv si le separe.

4.3 Ilustratii 3D

Graficul unei solutii oarecare a sistemului diferential (1.1), adicd multimea

Ok {-G0))

v

teR}CRxRZ,

poate fi socotit drept o submultime a spatiului euclidian real 1n trei dimensiuni:

G, = 585 teRp R
() L

Pentru a putea desena pe foaia de hartie multimea ¢ trebuie si realizim o cores-
pondenti mai-mulfi-la-unu intre R? si R? care si ne permiti trecerea practicd de la
reperul Oxyt la un reper bidimensional, OXY .

Lema 4.1. Fie paralelogramul ABCD din Figura 4.3, cu lungimile laturilor AB = x
si AD =t. Fie G piciorul perpendicularei duse din virful C pe dreapta AF. Se cu-
nosc mdrimile unghiurilor ZDAF = & si ZFAB = B. Aici, a, B, + B € (0,%).
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Atunci, sunt valabile egalitdtile:

{CG =xsinf§ —tsina,

AG = xcosf3 +1cosa.

Fig. 4.3 Calculul lungimii segmentelor AG si CG in paralelogramul ABCD.

Demonstratie. Construim dreptunghiul BIGJ si triunghiul dreptunghic AHD.
In triunghiul BIC,

IC =BC-sin(ZIBC) =tsina

deoarece unghiurile DAF, AFB si FBI sunt egale — alterne interne —. In triunghiul
BAJ,

BJ = BA -sin (£/BAJ) = xsin 3,

de unde rezultd ci IG = xsin 3.
Unghiurile BAE, AED si CEG sunt egale. Atunci,

HE = DE -cos(/AED) = DE cosf3,
respectiv

EG=EC-cos(£LCEG) = ECcosp.
Am ajunsla HG=HE 4+ EG = DCcos 3 = xcosf3.

In sfarsit, in triunghiul AHD, AH = AD - cos (/DAH) = tcos .
Justificarea s-a incheiat. 0O
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Lema 4.2. [n Figura 4.4, paralelogramele ABCD si VNMW au laturile egale si pa-

ralele doud cdte doud: AD é VW si AB L VN. De asemeni, dreptele VA, WD, MC

si NB sunt paralele intre ele. Dacd dreptele OV si OF sunt perpendiculare una pe
cealaltd, atunci avem rela)tiile5 :

() = (o) () ()

Aici, Xy = AG, Yy = MG7 XM = AB, YM = AV, ty = AD. Lafel,

(70)= (058 (i) ()

unde Xy := AK, Yy := NK, xn = Xy, YN = VM-

X
B
/‘
K
O,A A ./E G F X
D 3

Fig. 4.4 Corespondentele dintre reperul cartezian imaginar Oxyt si cel adevdrat OXY: punc-
tul M(OB,0V,0D) = M(OG,GM) din spatiul trei-dimensional si proiectia sa in planul fazelor
N(OB,0V,0) = N(OK,KN).

3 Remarcim ci determinantul matricei este sin (o 4 8) > 0. Astfel, pentru orice punct M din planul
foii de hartie, dreapta de ecuatii [23, pag. 195]

cos o COS
)~(y—yM), t—ty = £

S Y )

m'(y—)w),

din R3, va fi vazutd sub forma unui punct, si anume M.
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Demonstratie. Sunt valabile egalitiitile Y)y = MG =CG+CM =CG+ OV =CG +
yum- Aici, punctul K joaci rolul punctului J din Figura 4.3. Astfel, BK = xysinf§ =
xysinf si Yy = KN = BK +yy = BK +yn.

Justificarea s-a incheiat. O

Fig. 4.5 Graficul (in portocaliu) si proiectia (in albastru a) acestuia (incomplete) pe planul fazelor
pentru solutia (x,x’ )T, a sistemului 2 x 2 echivalent ecuatiei difereniale x” +x = 0, cu data impus#
x(0) =1, X (0) = 0. Solutia a fost calculat pentru ¢ € [0,7.8] ca sd i se evidentieze periodicitatea.

Program:> Modificim scriptul Python pentru a genera curbele parcurse In spatiul trei-dimen-
sional, respectiv in planul fazelor, de cdtre punctele M si N. Rezultatele corespunza-
toare vor fi salvate in fisierele nou-create rezultatul_3D.txt — pentru M —,
respectiv rezultatul _3D_PF.txt.

[sisteme_2x2_3D.py]

import numpy as np
import math as mt

# Calcule pentru 3D:
#



\O
[\

Notatii:
pi: p, alpha:
cos_alpha: ca,

Restrictii:
0 < alpha,

O O 'O S % I ¥ ¥ W%

n Q0 Q
oo o o

ma
dc

lambda vi1,
lambda v1,

r2
r3

range (n)

np.array (r3,
np.array (r3,
np.array (r3,

kx1
kyl
zx1
zyl

= np.
np.
np.
= np.

array
array
array
array

kx2
ky2
zZx2
zy2

np.
np.
np.
= np.

array
array
array
array

kx3
ky3
zx3

= np.
np.
np.
np.

array
array
array
array

np.
= np.

dc[0]
dc[1]
=0

beta,

v2,
v2,

(r
(r
(r
(r

r
r
r
r

r
r
r
r

array (r
array (r

= np.array (r2,
np.array (r2,

a, beta: b

cos_beta: cb,

71’

0],

0]
0]

v3:
v3:

malo0,
mall,

range (n + 1)

dtype=float)
dtype=float)
dtype=float)

dtype=float
dtype=float
dtype=float

2,
2/
2,
2, dtype=float

)
)
)
)

2, dtype=float)
2, dtype=float)
2, dtype=float)
2, dtype=float)
2, dtype=float)
2, dtype=float)
2, dtype=float)
2, dtype=float)
2/
2,

dtype=float)
dtype=float)

sin_alpha: sa,

alpha + beta < pi/2

+ vl + malOQ,
* vl + ma[l,

dtype=float)
dtype=float)

4 Realizarea ilustratiilor

sin_beta:

dtype=float) .reshape (2,2)
dtype=float)

* V2
* V2

1]
1]

sb



4.3 Tlustratii 3D

60
66 h2 = 0.5 x h
&2 h3 = h /

63

64 textul = ""
65

6 for i in r2:

67 i2 =i+ 1

68 ti = t[i]

69 ti2 = ti + h2

70 ti3 = ti + h

71

72 t[i2] = ti3

73

74

7s kx1[i] = f(x[i], y[i], ti)

76 kyl[i] = g(x[i], y[i], ti)

77 zx1[1] = x[1] + h2 * kx1[1i]

78 zyl[i] = y[i] + h2 » kyl[i]

79

80 kx2[1] = f(zx1[i], =zyl[i]l, ti2)

81 ky2[i] = g(zx1[i], =zyl[i], ti2)

82 zx2[1] = x[1] + h2 * kx2[i]

83 zy2[i] = y[i] + h2 x ky2[i]

84

85 kx3[1i] = f(zx2[i], =zy2[i], ti2)

86 ky3[i] = g(zx2[i], =zy2[i]l, ti2)

87 zx3[1] = x[1] + h * kx3[1i]

88 zy3[i] = y[i] + h » ky3[i]

89

90 kx4[1] = £(zx3[1i], =zy3[i]l, ti3)

91 ky4[i] = g(zx3[i], zy3[i]l, ti3)

92

93 kxRK4[1i] = h3 » (kx1[1i] + 2 * kx2[1] + 2 * kx3[1i] + kx4[i])
94 kyRK4[i] = h3 * (kyl[i] + 2 * ky2[i] + 2 % ky3[i] + ky4[i])
95

96 x[12] = x[1i] + kxRK4[i]

o y[i2] = y[i] + kyRK4[i]

98

99 # Trecerea de la Oxyt la OXY:

100 #

101 # Punctul M de pe graficul solutiei (x,y):
102 x12_3D = t[i2] * ca + x[12] * cb

103 yi2_3D = y[i2] + x[i2] * sb - t[i2] * sa
104

105 # Punctul N din planul fazelor (PF, Oxy)
106 # xi12 3D PF = x[12] #* cb

107 # yi2 3D _PF = y[i2] + x[12] * sb

108

109 # Scalare:

110 scal = 10

111

12 # Punctul M:

113 scal_xi2_3D = scal * xi2_3D



94 4 Realizarea ilustratiilor

114 scal_yi2_3D = scal x yi2_3D

115

116 # Punctul N:

117 # scal_xi2 3D PF = scal * xiZ_ 3D PF

118 # scal_yiZ2 3D PF = scal * yiZ2_ 3D _PF

119

120 # Modificarea axelor (reflexie):

121

122 # Punctul M:

123 axe_yi2_3D = - scal_yi2_3D

124

125 # Punctul N:

126 # axe_yiZ2 3D _PF = - scal_yiZ2 3D_PF

127

128 # Translatie:

129 trans = 50

130

131 # Punctul M:

132 prep_xi2_3D = scal_xi2_3D + trans

133 prep_yi2_ 3D = axe_yi2_3D + trans

134

135 # Punctul N:

136 # prep_xi2 3D _PF = scal_xiZ2_ 3D PF + trans
137 # prep_yiZ 3D PF = axe_yiZ 3D PF + trans
138

139 # Punctul M:

140 textul += "{0:.6f} {1l:.6f}\n".format (prep_xi2_3D, -,

(cont.) prep_yi2_3D)

141

142 # Punctul N:

143 # textul += "{0:.6f} {1:.6f}\n".format (prep_xiZ2_3D_PF, ~,
(cont.)prep_yi2 3D_PF)

144

us # 3D (curba punctului M):

us £ = open ("rezultatul _3D.txt", "a")

147

us # 3D_PF (curba punctului N):

u # f = open("rezultatul 3D PF.txt", "a")

150

151 £.write (textul)

152 £. flush ()

153 £.close ()



Anexa A

Homeomorfismul (r € R) — 7(¢) al orbitelor
nemarginite

Ne intereseazi stabilirea unor estimdri de forma
|t —s| < L(1) - [r(e) =7(s)], (A.D)
atunci cand [7(r) —7(s)| < 8(¢), pentru orice ¢ € R. Cu ajutorul lor, deducem ci in-
versa aplicatiei r — F(t) este continud in raport cu topologia euclidiand a dreptei

reale si cu topologia indusd pe orbita &' de citre topologia euclidiand a planului
fazelor.

A.1 Cazul trace < 0,det > 0, discr < 0

Folosim tehnicile de calcul din Subsectiunea 2.2.3 ca si ne referim la orbita'
0(C1,G), cuCy+C3 > 0.

Lema A.1. (Norma unei matrice) Fie matricea M := < ) € > (R), oarecare,

1._ (X 2. _(Z 2
u .-(Y = TR

si vectorii

supugi relatiei

Atunci,

W’ < ||M||-u' (A2)

! Cand nu este pericol de confuzie, intrebuinim notatia & (Cy,C,) pentru a ne referi la orbita
O (x,y) cireia 1i corespund constantele de integrare Cj ».

95



96 A Homeomorfismul (t € R) — 7(t)

unde mdarimea |M|| := \/m? +n? + p* + ¢* desemneazd norma euclidiand de index

doi a matricei M.

Demonstratie. Inegalitatea (A.2) se ridica la pétrat si se reorganizeaza ca

(mX +nY)* + (pX +q¥)* = 2>+ T?
< (m?+n?) (X242 + (PP + %) (X2 +7?),

respectiv
[(mX +nY)? — (m* +n?) (X>+ Y2)] - [(pXJqu)2 - (P +4°) (X? +Y2)}
<0.
Am ajuns la
—(mY —nX)* — (pY —gX)* <0.

Justificarea s-a Incheiat. O

Pentru orice t € R,

F(t) =e™-R(t), R(t):=y(t)-W1+n(t) W,

unde mdrimile y, 17, w1, w, au fost precizate in formulele (2.23), (2.24).

Introducem numerele a > b > 0, numite (informal) semiaxa mare, respectiv semi-
axa micd ale acelei (unice) elipse E pe care o determind perechea de raze conjugate
{W1, W2} C ToR? [13, pag. 33]. Atunci,

a>R(t)>b, teR,

deoarece punctul N(t) din planul fazelor, avand raza vectoare R(¢) in sistemul de
referintd Oxy, se gdseste in permanentd pe elipsa E:

a—rtrée]gcd(O N()), b= Ilrélﬂgd(O N(t)).

Lema A.2. Fiet € R, fixat arbitrar, i numdrul 8 = 8(t) restrans la 0 < §(r) < @
Fie s € R pentru care

[7(1) =7(s)] < 6(1).
Atunci, existd numdrul S = S(t) cu proprietatea cd

Is| < S(1). (A3)

Demonstratie. Observam ci (T <r(s) <

0]
=2

N|
|/\
/—\
NeP
IN
-]
(¢’]
IS
©



A.1 Cazul trace < 0,det > 0, discr < 0 97

si
—323 e > 3r2(t) >r(s) >b-e*
Astfel,
3a
ot < os < ot
2a° —=° =3¢

Justificarea s-a Incheiat. O

Fig. A.1 “Bucle interzise” pentru orbitele nemdrginite: punctul de autointersectie M| nu poate e-
xista datoritd injectivitdtii parametrizdrii t — 7(¢). Punctul M, = M, (fp) pentru care liT Ftn) =
n——+o0

7 (o), unde sirul (1,),~; C R satisface una din conditiile 1iI£ t, = *oo, nu poate fi intalnit aici din
= n——+oo

cauza estimdrii (A.3). Vezi si [2, pag. 89].

Conform Exercitiului 2.6,



98 A Homeomorfismul (t € R) — 7(t)

cos 3t 1 Ci G vlT
eat X :Mf(l‘), M:ﬁ C C — |-
sin Bt G+G \&2 —0/\7,

Aplicdm Lema A.1,

o [ €08 Bt s [COSBs\ | ) =
© <sinBt>_e (sinﬁs>|_|M Fe) =7l

< [|M] - [7(2) = 7(s)] -

E(t,s) :=

Sunt valabile estimarile urmétoare:

E(t,s) = \/(eo" cos Bt — e® cos Bs)* + (e sin 1 — e sin Bs)*
= | (e* cos Br —e* cos Bs) +i (e sin fr — e sin Bs) |
= |e* (cos B1 + isin fr) —e™ (cos Bs + isinfs)|

_ ’e(oﬁiﬁ)t _ola+ip)s a+ip)e| . ‘1 _ elatiB)(s—)

- ‘e<

— oo,

[1 — e cos B(s — t)} +i {—ea“*’) sin B (s — t)} ‘

_ em\/l +e2a(s—1) —2ea(s—1) cos B (s — 1)

> e . |1 — ea(sft)

)

respectiv, via teorema valorii intermediare,
1—e%01) = e . (1 — ),

unde & =& (o) € [min{0,s — 7}, max {0,s —¢}].

Am ajuns la
M| - [7(e) = 7(s)] > | - # el jr =]
Aici, pe baza Lemei A.2,
&1 < fe[+Is| < e|+5(),
deci

It—s| < % el +S)=ar w1y —7(s))

|

< % @ISO . 7(6) —7(s)

in fine,

(A4)

(A.5)



A.2 Cazul trace < 0,det > 0, discr =0 99
”MH la|(2]¢|+S(1)) r(t)
L(t) := — , o0(t)e0,—=|, reR,
( ) |(X| ¢ ( ) 2

iar estimarea (A.1) rdmane valabild (si) Tn contextul Subsectiunii 2.2.4.

A.2 Cazul trace < 0,det > 0, discr =0

Intrebuingim detalii din Subsectiunea 2.2.2 privitoare la orbita & (C1,(), cu
G, #0.

Reprezentarea lui 7(¢), datd de expresiile (2.15), (2.16), ne conduce la
[r(t)]2 = C%e”’ - (17 +ﬁ3)2
= M [Pud +2 (@ W) 1 + ud]
Cl—l—l(Cz—‘rCll) C12+(C2—|—C17L)2

=M | (1+2%) 2 +2 c t+ =
2 2

Deducem ca trinomul de gradul al II-lea

2 2
E(t) = (1+12)t2+2cl+“C2+C1Mt+Cl +(C2+CiA)

2
C 0
are discriminantul A, = —4, deci este minorat de citre cantitatea rllz pentru orice
t € R. Asadar,
e/lt
r(t) > G| —, teR. (A.6)
V1422
Lema A.3. Fiet, s € R astfel incat
r(t
70— 7(s)] < 22,
2
Atunci, se adeveresc estimdrile
efls y
— <214 A2.M
up |s| +us
Si
2 e M —As

VI A2 wilt|+uz —

Demonstratie. Ne bazim pe inegalitatea (A.6), pe



100 A Homeomorfismul (t € R) — 7(t)

M <y <20 (A7)

si pe
r(t) = |Cole |ty + 3]
< |Caf e (Jt] - a1 | + [m3])
Justificarea s-a Incheiat. O

La fel ca in cadrul Lemei A.2, am probat ci existd numdrul S = S(t) pentru care
sd fie valabild estimarea (A.3).
Au loc egalitdtile urmédtoare:

7(t)—7(s) = G Ke“t - e’l“'s) u + (e’lt - e’“) ﬁ3:|
= CyeM {{(r —5)+ [1 - e“sf”} s} o+ [1 — e’l(“’)} ﬁ3} ,

respectiv, conform (A.4), unde & = £ (1),

(1) —F(s) = Coe™ - Ae*S - (1 —s) - {(le;’lé +S>ﬁ1+ﬁ3:| , t,seR.

Apoi, pe baza estimdrii (A.5),

7 7 _ A A 1
[7(1) ~ 7(s)| = [Cale? - |A]e* [ — s E<+m>

> [Cole M A e AHELL g

1
— ) ——,
| V1+A2
si, Tn sfarsit,

2
L(t) = Vﬁlﬂcj JHEHSO)  §(r) e (o, @} , teR.

Estimarea (A.1) rdmane valabild atunci cand (trace > 0, det > 0, discr = 0).

A.3 Cazul trace < 0,det > 0, discr > 0

Revenim la contextul Subsectiunii 2.2.1 vizavi de orbita &' (Cy,C,), cu Cy -C, #
0.
Stabilim cd trinomul de gradul al II-lea

F(q):=(q-m+m)*, qeR,



A.3 Cazul trace < 0,det > 0, discr > 0 101

are discriminantul Ay = —4 (4; — A2)%, deci
(A =A)°
Flg)> M =2 cR.
(9) ==~ R

Dati fiind generalitatea formulelor, un ragionament verbatim ne va conduce la

|41 — Ao

[ +q | > ———, g€R (A.8)
\/l—i—kz
Sunt valabile inegalititile urmdtoare:
C A— A
r(t) = |G| et Je(llflz)l,ﬁl_FHz > |Gy et |41 2|
“ 1427
si
G A=A
) =[Gl ehr [ + Lete w5 |y e 2R
c 1427
respectiv
C C
K1) > A1 — o] mind 2L 1AL 1
\1+AE 1+ A}
si
C C
r(t) > |A1 — A2| - min | , i LeMt
\I+AZ (/1+22
Am ajuns la
r(t) > |A — A2| - Cooin -max{e’l”,elﬂ}, teR, (A.9)
unde

[&] |C1]

Chin := min
,/1+12 1+ A3

Apoi,



102 A Homeomorfismul (f € R) — 7(t)

C e/’Lll C e/’Lzl
Cilet |G )
u ui

(1) < |Ci|-eM w4 |Col - €™ ur = ugu <

C ellt C e/’Lzl
SM.M{¢7¢

up ui
2,1[ 1,2[
§2u1u2-Cmax-max{e e } teR, (A.10)
unde
G c
o] 10

max ,
VI+AE 1443

Lema A 4. Fiet, s € R astfel incat

Atunci, se adeveresc estimdrile

M — Ao . Conin -max{el" elzt} < max{ellx elzs}
V1439) (1423) G N

3 (+22) (1423) ¢,
< .
- |/’Ll _)LZ| Cmin

max{el”,elzs} -max{el",elﬂ}.

Demonstratie. Folosim inegalitatile (A.9), (A.10) si (A.7).
Justificarea s-a Incheiat. O

La fel ca in cadrul Lemei A.2, am dovedit ci existd numdrul S = S(t) pentru care
sd aibd loc limitarea (A.3).
Conform (A.4), unde & = &; (A;) sii € {1,2}, realizdm ci

(1) —F(s) = C (e’ll’ —~ e“) i +C (e’lﬂ —~ elzs) )
— Cle/'Lll |:1 _ el](S*f):| Hl +Cze/12[ |:1 _ el2(~"*t):| EZ
= CreMt M8 (1 —5) Ty 4 Cre - e (1 —5)

Co ) _
(= 5)-Cuageh ). [ﬁl + 2l ) M8 .uz] ,

respectiv, via (A.8),



A.3 Cazul trace < 0,det > 0, discr > 0 103

70 = 7(5)| > [t—s|-|C1 A |- el @ls) = 2al

14243
in concluzie,

1 2
L= — VR s 5@)6(0,’(’)], -

)= ICiAL (A — )] 2

Estimarea (A.1) isi pdstreazi valabilitatea in alte doud situatii: cand (trace > 0,
det > 0, discr > 0) si In contextul Subsectiunii 2.2.5.
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formula lui J. Liouville, 28

interpolarea liniard, 71
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multiplicitatea geometricd, 10
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nodul, 65

operatorul morsa, :=, 5

ordinul metodei, 70

planul fazelor, 32
portretul fazelor, 31
precizia dubla, 275278
proprietatea grupald, 28
punctul-sa, echilibru, 57
punctul singular, 30
punctul stagionar, 30
punctul de aplicatie, 59
punctul fix, 30

raza vectoare, 59
razele conjugate, WLZ, 55
rotatia cu £90°, 58

sensul de parcurs, 33
sistemul de referintd, 59

sistemul In prima aproximatie, 64

sistemul liniarizat, 64
stadiul, 65

traiectoria, 60
transformarea punctuald, 29
transpunerea ', 2

triunghiul negru, 33
trace, 23

varietatea diferentiald, 37
vectorul-unitate, 60
vectorul cu linie, 59
vectorul cu sdgeatd, 59
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versorul, 60
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